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Учебное пособие входит в серию методических разработок, 

призванных способствовать овладению студентами теоретическими 

основами материала и появлению у них навыков решения задач по 

основным разделам математического анализа. В пособии приводятся 

примеры задач в каждом разделе с подробным решением, задания для 

решения в аудитории и типовые варианты расчетно-графических работ по 

изучаемым темам. 
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ГЛАВА 1 ИНТЕГРАЛЬНОЕ ИСЧИСЛЕНИЕ 

1.1 Первообразная функции и неопределенный интеграл 

 

В дифференциальном исчислении решалась задача, где по данной 

функции  у f x  находилась ее производная или дифференциал. 

В интегральном же исчислении решается обратная задача: по 

дифференциалу данной функции находится сама функция. Этот процесс 

называется интегрированием. 

Первообразной от функции  f x  на отрезке  ;a b  называется функция 

 F x , производная которой в каждой точке отрезка равна  f x , т.е. 

   'F x f x                                               

Теорема.  Две различные первообразные одной и той же функции 

 f x , определенные на некотором промежутке, отличаются друг от друга 

на постоянное слагаемое. 

Прибавляя к какой-либо первообразной  F x  все возможные 

постоянные значения С, можно получить все первообразные для данной 

функции  f x , т.е.  F x C  - это есть совокупность всех первообразных 

для функции  f x . 

Общее выражение для всех первообразных данной непрерывной 

функции  f x  называется неопределенным интегралом от этой функции и 

обозначается    f x dx F x C  , где 

 f x  - подынтегральная функция;  f x dx  - подынтегральное выражение; 

 F x  - первообразная для  f x ;  С - постоянная интегрирования; 

 х – переменная интегрирования;  - знак интеграла. 

Действие нахождения первообразной для функции  f x  называется 

интегрированием данной функции. 

 

Основные свойства неопределенного интеграла 

 

   f x dx F x C                      'F x f x  

1. Производная от неопределенного интеграла равна 

подынтегральной функции:     'f x dx f x  

На этом свойстве основывается проверка правильности нахождения 

неопределенного интеграла. 

2. Дифференциал от неопределенного интеграла равен 

подынтегральному выражению:     d f x dx f x dx  



 

 

3. Неопределенный интеграл от дифференциала некоторой функции 

равен самой этой функции с точностью до постоянного слагаемого: 

    d F x F x C   

4. Постоянный множитель можно выносить за знак интеграла: 

   А f x dx А f x dx   , 0А   

5. Неопределенный интеграл от алгебраической суммы конечного 

числа функций равен алгебраической сумме интегралов от каждой функции: 

        1 2 1 2f x f x dx f x dx f x dx      

6. Свойство инвариантности: всякая формула интегрирования 

сохраняет свой вид при подстановки вместо х любой дифференцируемой 

функции от х. 

Если    f x dx F x C    и   u x  , то    f u du F u C  . На этом 

свойстве основан метод непосредственного интегрирования. 
 

Таблица основных интегралов 

1. dx x C   

2. 
1

, 1
1

n
n u

u du C n
n



   
  

3. ln
du

u C
u
   

4. 
ln

u
u a

a du C
a

   

5. u ue du e C   

6. cosu sindu u C   

7. sin cosudu u C    

8. tgu ln cosudu C    

9. ctg ln sinudu u C   

10. 2
cos

dx
tgx C

x
   

11. 2
sin

dx
ctgx C

x
    

12. ln ( )
cos 2 4

dx x
tg C

x


    

13. ln
sin 2

dx x
tg C

x
   

14. 
2 2

1
arctg

du u
C

u a a a
 

  

15. 
2 2

1
ln

2

du u a
C

a u au a


 

  

16. 
2 2

arcsin
du u

C
aa u

 


  

17. 
2 2

1
arcsec

du u
C

a au u a
 


  

18. 2 2

2 2
ln

du
u u a C

u a
   


  

 

Все формулы данной таблицы можно проверить путем 

дифференцирования, так как интегрирование есть действие обратное 

дифференцированию. 

 
 

сtgudu ln sinu

sinu ' cosu
ln sinu ' ctgu

sinu sinu

C

C

 

   


 



 

 

Данные интегралы принято называть табличными и основная задача 

интегрирования состоит в том, чтобы свести данный нам интеграл к 

табличному или нескольким табличным (если это возможно). 

 

1.2 Непосредственное интегрирование функций 
 

1. Интегрирование по таблице. 

Заключается в прямом использовании табличных интегралов. 

2. Интегрирование разложением подынтегральной функции на 

сумму функций. 

Этот метод основан на пятом свойстве интегралов: интеграл 

алгебраической суммы функций равен алгебраической сумме интегралов от 

этих функций. 

3. Непосредственное интегрирование. 

 

- Интегрирование путем подведения функции под знак дифференциала. 

Основан на свойстве инвариантности формулы неопределенного интеграла. 

   f x dx F x C   , если  u x  , то    f u du F u C   

 

- Добавление постоянного слагаемого под знак  дифференциала. При 

любой постоянной а будет выполняться равенство:  d x a dx  . Значит, и 

наоборот  dx d x a   и поэтому      f x dx f x d x a   , т.е. под знак 

дифференциала можно ввести любое постоянное слагаемое. 

 

- Введение под дифференциал постоянного множителя. Если consta  , 

то  d ax adx . Отсюда при 0a   -  
1

dx d ax
a

 . Следовательно, 

     
1

f x dx f x d ax
a

  , т.е. под знак дифференциала можно ввести любой 

постоянный множитель, разделив на него интеграл. 

 

- Интеграл от дроби, числитель которой является производной 

знаменателя, равен логарифму знаменателя: 

 

 

  
 

 
'

ln
d xx

dx x C
x x


   

    

 

Решение типовых примеров 

Найти неопределенный интеграл 

Пример 1.   
3 23

3

4
3 12 dxx x

x

 
   

 
  

 

 



 

 

Решение. 

23 2 3 33 3
3

54 2 4
3

53

2

4
3 1 2 3 42

9 2
2 3 4

54 2 2 5
3

dx dx dx dx dxx x x x x
x

x x x x
x C x Cx

x





 
        

 

            


    

 

Пример 2.   
2

3
x xdxe  

Решение. 

 
 
 

2

2 2

2

3
3 3

ln 3

x

x
x x

e
dx dx Ce e

e
      

Пример 3.   2

sin 2

4 sin

x
dx

x  

Решение. 

 2

2

2 2 2

4 sinsin 2 2sin cos
ln 4 sin

4 4 4sin sin sin

xx x x
dx dx dx x C

x x x


    

      

Пример 4.   2

2

4 5

x
dx

xx



   

Решение. 

 2

2

2 2

4 52 1 1
ln 4 5

4 5 2 4 5 2

d xxx
dx x Cx

x xx x

 
    

      

 

Задания для решения в аудитории 

Найти указанные интегралы: 

7 35

4

3
1) 35 dxx x

x

 
  

 
  

 

 

 

7

3

1
2) 2

x dxx
x

 
  

 
  

 

 

 

 
33) xdxe


  

 

 



 

 

 

 34) x x dx  

 

 

 

 

 

 5)  
4

3 2x dx       

 

 

 

 

 

1.3 Интегрирование методом подстановки 

Пусть  f x dx  не является табличным. Следует упростить 

подынтегральное выражение, введя новую переменную так, чтобы интеграл 

стал табличным. 

 
 '

x t

dx t dt

 

 
, 

т.е.                'f x dx f t t dt f t d t F t C              

После нахождения интеграла необходимо вернуться к первоначальной 

переменной х. Такой способ нахождения интеграла называется методом 

замены переменной  или  методом подстановки. 

Задача нахождения неопределённых интегралов от многих функций 

решается методом сведения их к одному из табличных интегралов. Этого 

можно достичь путём алгебраических тождественных преобразований 

подынтегральной функции или подведения части её множителей под знак 

дифференциала. 
 

Подведение множителя под знак дифференциала 

( ),dx d x b b const    sin (cos )xdx d x   

1
( ), 0dx d ax a

a
   

cos (sin )xdx d x  

1
( ), 0dx d ax b a

a
    

1
(ln )dx d x

x
  

21
( )

2
xdx d x  

1
sin 2 cos 2

2
xdx x   

21
( )

2
xdx d bx   

1
cos 2 sin 2

2
xdx x  

 



 

 

Выбор удачной формулы (подстановки) для замены переменной имеет 

большое значение. Вместе с тем дать одно общее правило для выбора 

хорошей подстановки невозможно. Некоторые частные правила для 

важнейших типов интегралов даются в решениях типовых примеров. 
 

Решение типовых примеров 

Пример 1.   Найти 1x x dx  

Замечание: В данном примере с первого взгляда не определить, что подвести 

под знак дифференциала, а поэтому сделаем подстановку, позволяющую 

избавиться от иррациональности. Обозначим 1x t  . Эта подстановка 

приводит исходный интеграл к новому интегралу, сводящемуся к 

табличному. 

Решение. 

   2 2 4 2

1

1 1 1 2 2

2

x t

x x dx x t tdt dtt t t t

dx tdt

 

          



    

   
5 3

5 3 2 2
2 2 2 2

1 1
5 5 5 5

C x x Ct t         

 

Если в подынтегральном выражении есть готовый дифференциал 

функции ( )f x , то есть выражение
 

( )f x dx , то имеет смысл попробовать 

подстановку ( )t f x . 
 

Пример 2.   Найти 3 1 sin cosx xdx   

Решение.  
4

3 413 33
1 sin 3

1 sin cos 1 sin
4cos 4

3

x t t
x xdx dt C x Ct

xdx dt

 
        

   

Если под знаком интеграла стоит сложная функция ( ( ))f x , то, как 

правило, используется подстановка ( )t x  (к примеру, если в 

подынтегральном выражении встречается функция 
1

sin
x

, то стоит 

попробовать подстановку 
1

t
x

 , а если 
3

xe ,  то 
3t x  ). 

Задания для решения в аудитории 

Найти неопределенные интегралы: 

 
1)

1 ln

dx

x x  

 

 

 

 

 



 

 

cos2) sinx xdxe   

 

 

 

 

 
2

3) x dxхe  

 

 

 

 

 

 
7

254) 35x dxx   

 

 

 

 
arctg x

2

3
5 ) dx

1 x  

 

 

 

 

1.4 Интегрирование по частям 

 

Метод интегрирования по частям основан на следующей формуле: 

udv uv vdu    

где ( )u x  и ( )v x - непрерывно дифференцируемые функции.  

Данная формула называется формулой интегрирования по частям. 

Применять её целесообразно, когда интеграл в правой части формулы более 

прост для нахождения, нежели исходный. Отметим, что в некоторых случаях 

формулу необходимо применять несколько раз. 

Метод интегрирования по частям рекомендуется для нахождения 

интегралов от функций sin ; cos ; ; ; sin ;ln
k k k x n xkx x x xx x x e x a

        

cos ;arcsin ;x x x arctgxa
  и т.д., где ,n k  - целые положительные 

постоянные, , R   , а также для отыскания некоторых интегралов от 

функций, содержащих обратные тригонометрические и логарифмические 

функции. 

 

 



 

 

Основные типы интегралов, «берущихся» по частям 

Тип Интеграл u  dv  

 

I 
  xp x dxe

   p x  xdxe


 

  sinp x xdx   p x  sin xdx  

  cosp x xdx   p x  cos xdx  

 

II 
  lnp x xdx  ln x   p x dx  

  arcsinp x xdx  arcsin x   p x dx  

  arccosp x xdx  arccos x   p x dx  

 

 

 

III 

 

sinx xdxe
   

x
e
  sin xdx  

sin x  xdxe


 

cosx xdxe
   

x
e


 
xdxe

  

cos x  cos xdx  

 sin ln x dx   sin ln x  dx  

Замечания:   

1. Интегралы 1-го типа берутся n-кратным интегрированием, если  Р х  - 

многочлен n-й степени. 

2. Под знаком интегралов 2-го типа стоят функции: arcsinx , arccosx , arctgx

, ln x , от которых интеграл не существует. 

3. Интегралы 3-го типа берутся по частям дважды, в результате чего 

получается исходный интеграл. Интегрирование прекращается, и из 

полученного выражения находят искомый интеграл, выражая его через все 

остальные члены. 

 

Решение типовых примеров 

Пример 1.   Найти  
2xx dxe
  

Решение. 

 

2

2

2 2

2 2 2 2

;

1
; ; 0

2

1 1 1 1

2 2 2 4

x

x

x x

x x x x

x u dx dve

x dxe
dx dv v dx C Ce e

x dx x Ce e e e





 

   

 

  
     

   
            

   






 

Пример 2.   Найти x arctgxdx  

Решение. 



 

 

2 2

2
2

2

22 2

2 2

2

;
1

; 2 2 1
1 2

1 1 1) 1 1(
1

2 2 1 2 2 1

1 1

2 2 2

u arctgx dv xdx
dxx x

x arctgxdx arctgxdx x
du v x

x

dxxx x
arctgx arctgx dx

x x

x
arctgx x arctgx C

 

     
  



   
        

  

    

 

   

 

Задания для решения в аудитории 

Найти данные неопределённые интегралы: 

1) 
2 cos xdxx   

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

2)  sinx xdxe   

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

3)   2 2 5 xx dxx e
    

 

 

 

 

 

 

 



 

 

4)   ln 3x x dx   

 

 

 

 

 

 

 

 

5)  
3

2
xx dx  

 

 

 

 

 

 

1.5 Интегрирование рациональных функций 

 

Рациональные функции. Разложение правильной рациональной 

дроби на простейшие дроби. 

 

Рациональной функцией называется функция, равная отношению двух 

многочленов. Рациональные функции иначе называются рациональными 

дробями.        
 

 

P x
R x

Q x
  

Рациональная дробь называется правильной, если степень числителя 

меньше степени знаменателя. 

Рациональная дробь называется неправильной, если степень числителя 

больше или равна степени знаменателя. 

Если дробь правильная, то можно начинать интегрирование. 

Если дробь неправильная, то ее представляют в виде суммы 

многочлена и правильной рациональной дроби, а правильную рациональную 

дробь, в свою очередь, представляют в виде суммы простейших 

(элементарных) дробей. 

Теорема. Всякую неправильную рациональную дробь можно 

представить в виде суммы многочлена и правильной рациональной дроби, 

используя алгоритм Евклида деления многочлена на многочлен. 

 

 
 

 

 

P x r x
M x

Q x Q x
   

Пример. 
3 2

23 1 4
4 5

1 1

x x x
x x

x x

  
   

 
  



 

 

3 2

3 2 2

2

2

13 1

4 5

4 1
4 4

5 1
5 5

4 неделимый остаток

xx x x
x x x x

x x
x x

x
x

  
  

 











 

Всякую правильную дробь можно единственным образом разложить на 

простейшие (элементарные) дроби. Существует 3 типа элементарных 

дробей: 

1. 
А

х а
 - I тип;        2. 

 
п

А

х а
 - II тип;          3. 

2

Ах В

х px q



 
 - III тип 

 

Разложение правильной рациональной дроби на простейшие 

 

1) Если знаменатель содержит различные линейные множители: 

 

 

 

   

P x P x A B C

Q x x a x b x c x a x b x c
   

     
           

?
?
?

A
B
C





 

 

2) Если знаменатель содержит повторяющиеся линейные 

множители:  

 
 

 

            
1 2 1 2 3

2 3 2 2 3

P x P x A B B C C C

Q x x a x b x cx a x b x c x b x c x c
      

       
;   

1 2

1 2 3

? ? ?

? ? ?

A B B

C C C

  

  
 

 

3) Если знаменатель правильной рациональной дроби содержит 

неразложимые квадратные трехчлены (с отрицательным дискриминантом): 

 

 

 

   2 22 2
1 1 2 21 1 2 2

P x P x Ax B Cx Д

Q x x p x q x p x qx p x q x p x q

 
  

      
 

 

Интегрирование простейших дробей. 

 

Интеграл от простейшей дроби: 

1) I типа: 
1

ln
А

dx A dx A x a C
x a x a

   
    

2) II типа: 
 

   
 

1

1

n

n

n

x aA
dx A x a d x a A C

nx a

 

 
    

 
   

3) III типа    (Д < 0) 

 



 

 

В знаменателе выделим полный квадрат:  
2

2 22 2 2 2
2 2 2

2 4 4 2 4 2 4

p p p p p p p
x px q x x q x q x q

       
                               

Подставим полученное выражение в интеграл 3го типа: 

 
2 2 2 2

2 22
2 22 2

2

2 2

21

2

1 2

2 2

2 4 2 4

1 1 2ln arctg
2 2

4 4

x p pAx B x dx
dx A dx B A dx

x px q x px q x px q x px q

dx x p p dx
B A dx B A

x px q
p p p p

x q x q

p
x

p
A x px q B A C

p p
q q

 
   

       

  
     

         
                    


 

       
 

 

  

  

 

Метод неопределенных коэффициентов 

(для нахождения значений  А, В, С…) 

 

Это один из наиболее распространенных методов определения 

коэффициентов А, В, С…. в разложении правильной рациональной дроби на 

простейшие. 

Сущность метода состоит в сравнении коэффициентов при 

одинаковых степенях переменной х числителей дробей. 

Для определения числителя правой части простейшие дроби приводят 

к общему знаменателю и  числитель полученной новой дроби приравнивают 

к числителю подынтегральной дроби. Получится система «n» уравнений с 

«n» неизвестными А, В, С…, которая имеет единственное решение, так как 

разложение правильной рациональной дроби на простейшие всегда возможно 

и единственно. 

Замечания: 1)  Если знаменатель правильной рациональной дроби 

разлагается только на линейные множители вида      x a x b x c   , то 

можно применять метод частных значений для нахождения коэффициентов 

А, В, С…, придавая х значения ; ;x a x b x c    

Пример.   
   

22 10 18

1 2 3 1 2 3

x x A B C

x x x x x x

 
  

     
 

        22 10 18 2 3 1 3 1 2x x A x x B x x C x x            

1 6 3( 2) 1

2 30 ( 3)( 5) 2

3 30 2 5 3

x A A

x B B

x C C

     

       

    

 



 

 

2) Во многих примерах удобно применять комбинированный метод: 

вместе использовать метод частных значений и метод неопределенных 

коэффициентов. 

 

Решение типовых примеров 

Пример 1.   Найти  2

3 2

4 13

x
dx

xx



    

Решение. Т.к.  
22 4 13 2 9x xx      , то: 

     

   

2 2 22

2

2 2

4 42 4 4 (4 )3 2 3 3 2 43 3( )
4 13 2 22 9 2 9 2 9

3 2 4 3 1 2
8 ln 4 13 8

2 2 3 32 9 2 9

x dxx x
dx dx dx

xx x x x

x dx x
dx x arctg Cx

x x

    
   

       

 
       

   

   

 
 

Замечание: Если в интеграле квадратный трёхчлен имеет вид
 

2a bx cx  
 

 0a  , то для отыскания этого интеграла коэффициент a  в знаменателе 

выносят за скобки: 
2 2 b c

a bx c a xx x
a a

 
     

 
 

 

Пример 2.  Найти   
2

3 1

4 8

x
dx

xx



 
  

Решение. 

   
 

 

22 2 2

22

22 4 43 1 3 3 2 43
5

2 2 2 44 8 4 8 4 8

3 4 8 5ln 2 2 4

xx x dx
dx dx

xx x xx x x

x x x Cx

   
   

      

        

   
 

Пример 3.   Найти   
 

2
2

3 5

2 5

x
dx

xx



 
  

Решение. 

   

 
    

    

2

2 2 222 2 2

22 2

2 2

102 2 2 2 53 5 3 33 2
2 2 2 52 5 2 5 1 4

3 1 1 1
2

2 2 5 8 4 18 1 4

3 1 1 1 1 1

2 2 5 4 2 5 8 2

x d xxx dx
dx dx

xxx xx x x

x dx

xx xx

x x
arctg C

x xx x

    
   

      

 
      

      
 

 
      

   

   



 



 

 

Пример 4. Найти  
  

2 3

1 2

x
dx

x x x



   

Решение. 

В соответствии с формулой разложение на элементарные дроби имеет вид: 

  
2 3

1 2 1 2

x A B C
dx dx

x x x x x x

  
   

    
                            (1) 

Если привести дроби из данного разложения к общему знаменателю, то 

он совпадает со знаменателем исходной подынтегральной функции, а 

числители подынтегральной функции в левой и правой частях формулы (1) 

будут тождественно равными, то есть: 

       2 3 1 2 2 1x A x x Bx x C x                                 (2) 

Найдём коэффициенты А, В, С  методом неопределённых 

коэффициентов. 

Приравнивая коэффициенты при одинаковых степенях  в обеих 

частях тождества (2), получаем систему уравнений: 

2

1

0

0

2 3 2

3 2

A B Cx

A B Cx

Ax

   


    
  

, решение которой: 

3 2 ;

1 ;

1 2

A

B

C

 

  
 

      

3

2

1

1

2

A

B

C


 





 


 

Подставив в равенство (1) найденные значения коэффициентов, 

окончательно имеем: 

  

3 1
2 3 1 3 12 2 ln ln 1 ln 2
1 2 1 2 2 2

x
dx dx x x x C

x x x x x x

 
           

    
 

 

 

 

Задания для решения в аудитории 

Найти данные неопределенные интегралы: 

2
1)

4 5

dx

xx    

 

 

 

 

 

 

 

 

 

x



 

 

2

2 7
2)

2

x
dx

xx



 
 

 

 

 

 

 

 

 

2

3 1
3)

6 18

x
dx

xx



 
  

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 
2

3

2 33
4)

xx
dx

xx

 

  

 

 

 

 

 

 

 

 

 

  
4

5)
2 3

x
dx

x x



   

 

 

 

 

 

 

 

 

 



 

 

  

3

2

3 32
6)

1 2 5

xx
dx

x xx

 

    

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 
5 3

2

1
7)

x x
dx

x x

 

  

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

1.6 Интегрирование тригонометрических выражений 

 

Для отыскания интегралов вида: 

sin cos ; sin sin ; cos cosmx nxdx mx nxdx mx nxdx      

используют следующие формулы: 

    

    

    

1
sin cos sin sin

2

1
sin sin cos cos

2

1
cos cos cos cos

2

mx nx m n x m n x

mx nx m n x m n x

mx nx m n x m n x

    

    

    

 

При нахождении интегралов вида cos sin
m nx dx  возможны следующие 

случаи: 

1) одно из чисел m  или n  - нечётное, например 2 1m k  . Тогда:  



 

 

   2 2cos 1 sincos sin cos sin sin sin
k

m n k n nx dx x x xdx x xd x         , 

то есть получим интегралы от степенных функций; 

2) оба числа  m  и n  - чётные. Тогда рекомендуется использовать 

формулы, понижающие степень тригонометрических функций: 
2 22cos 1 cos2 ; 2sin 1 cos2x x x x        

Интегралы вида  cos ;sin ,R x x  
где R  - рациональная функция, 

приводятся к интегралам от рациональных функций новой переменной  t  с 

помощью универсальной тригонометрической подстановки 
2

x
tg t .  

В этом случае: 
2

2 2 2

1 2 2
cos ;sin ;

1 1 1

t dtt
x x dx

t t t


  

  
 

В случае, когда имеет место тождество:  

   cos ; sin cos ;sinR x x R x x   , 

для приведения подынтегральной функции к рациональному виду можно 

применять упрощённую подстановку  tgx t . 

При этом:  22 2

1
sin ;cos ;

11 1

t dt
x x dx

tt t
  

 
. 

Если тригонометрические функции  sin x  и cos x  входят в выражение 

функции R  только в чётных степенях, то гораздо быстрее к цели ведёт 

подстановка  t tgx , при этом: 

2
2 2

2 2 2

1
; ;sin cos

1 1 1

dtt
x x dx

t t t
  

  
. 

С помощью этой же подстановки берутся интегралы вида
 

 R tgx dx . 

 

Решение типовых примеров 

Пример 1.   Найти    cos 2 1 cos 3 5x x dx    

Решение. 

        

           

1
cos 2 1 cos 3 5 cos 6 cos 5 4

2

1 1 1 1
cos 6 6 cos 5 4 5 4 sin 6 sin 5 4

2 10 2 10

x x dx x x dx

x d x x d x x x C

       

          

 

 
 

Пример 2.   Найти 
7 3

cos sinx xdx  

Решение. 

   

   

7 3 7 2 7 2

7 9 8 10

sin 1 coscos sin cos sin cos cos

1 1
cos coscos cos cos cos

8 10

x xdx x x xdx x x d x

xd x xd x x x C

        

      

  

 
 



 

 

Пример 3.   Найти 
1 sin cos

dx

x x   

Решение. 
2

2 2 2

2

2 22

2 1 2
sin cos

1 1 1

2 11 sin cos 12
1

1 11 2

ln 1 ln 1
2

t dxt
x x

dx dtt t t
tx x tdt x t

dx tg t
t tt

x
t C tg C


 

  
   

  
  

 

     

  
 

 

Задания для решения в аудитории 

Найти данные неопределенные интегралы: 
2 31) sin cosx xdx  

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 
3

2

sin
2)

cos

xdx

x  

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 



 

 

23) 3sin xdx  

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

4)
5 3cos

dx

x  

  



 

 

ГЛАВА 2 ОПРЕДЕЛЕННЫЙ ИНТЕГРАЛ 

2.1   Определенный интеграл и его основные свойства 

 

Определение 3.  Если существует конечный предел интегральной 

суммы при 0  , который не зависит от способа разбиения отрезка  ;a b   на 

элементарные отрезки и от выбора точек i   в каждом из них, то этот предел 

называется определённым интегралом от функции  f x  на отрезке
 
 ;a b . 

Обозначается  
b

a

f x dx , а сама функция называется интегрируемой 

подынтегральной функцией на  ;a b , то есть    
0

1

lim

b n

ii

ia

f x dx f x







  . 

При  этом число  a   называется  нижним  пределом  интегрирования,   

b - верхним пределом, x  - переменной интегрирования. 

 

Основные свойства определенного интеграла 

1) Постоянный множитель можно выносить за знак определенного 

интеграла, т.е.: 

   
b b

a a

Af x dx A f x dx  ; 

2) Определенный интеграл от суммы нескольких функций равен сумме 

интегралов: 

        1 2 1 2

b b b

a a a

x x dx x dx x dxf f f f     ; 

3) Свойство аддитивности. 

Если отрезок  ;a b  разбит на две части  ;a c  и
 
 ;c b , то: 

     
b c b

a a c

f x dx f x dx f x dx    ; 

4) Если подынтегральная функция в интервале интегрирования не 

меняет знака, то интеграл представляет собой число того же знака, что и 

функция: 

     0;

a b a

a a b

f x dx f x dx f x dx     

5) Если на интервале  ;a b  две функции  f x  и  x  удовлетворяют 

неравенству    f x x , то    
b b

a a

f x dx x dx  .  

 

 

 



 

 

2.2 Правила вычисления определённого интеграла. Формула 

Ньютона-Лейбница 

 

Если  функция  f x  непрерывна  на  отрезке  ;a b  и  функция  F x  - 

некоторая первообразная для  f x  на
  ;a b , то определённый интеграл от 

функции   f x  на
  ;a b  равен приращению первообразной  F x  на этом 

отрезке, то есть: 

                              
b

a

f x dx F b F a                         (1) 

Нахождение определённых интегралов с использованием формулы 

Ньютона-Лейбница осуществляется в два шага: 

- на первом шаге, используя технику нахождения неопределённого 

интеграла, находят некоторую первообразную 
 

 F x  для  f x ; 

- на втором подсчитывают разность значений первообразной в точках  

a  и b . Разность этих значений первообразной принято обозначать символом
 

 
b

a
F x , то есть: 

       
b

b

a
a

f x dx F x F b F a   . 

Следует подчеркнуть, что при применении формулы Ньютона-

Лейбница можно использовать любую первообразную  F x  для 

подынтегральной функции
 

 f x , например, имеющую более простой вид 

при 0c  . 

 

Интегрирование по частям 

Пусть     ;u u x v v x   - непрерывно дифференцируемые функции на
 

 ;a b , тогда справедливо следующее равенство: 

b b
b

a

a a

udv uv vdu    

 

Интегрирование чётной и нечётной функции 

Если   f x - чётная функция, то есть
 

   f x f x  , то:  

   
0

2

a a

a

f x dx f x dx


   

Если 
 

 f x  - нечётная функция, то есть    f x f x   , то:   0

a

a

f x dx


  

Решение типовых примеров 



 

 

Пример 1.   Вычислить интеграл

 

4

2

6

cos

dx

x




 . 

Решение. 

4

4

2

6

6

3
1

4 6 3cos

dx
tgx tg tg

x









 
      

Пример 2.  Вычислить интеграл

 

2

0

cos2x xdx




 

 

Решение. 

22 2

00 0

2 2

0 0

;
1 1

cos 2 sin 2 sin 21
2 2cos 2 ; sin 2

2

1 1 1 1 1 1
sin 2 cos 2 2 sin 4 0 sin 0 cos 4 cos0

2 4 2 2 4 4

1 1
1 1 0

4 4

u x du dx

x xdx x x xdx
dv xdx v x

x x x

 

 

  

 

     
 

             

    

 

 

Пример 3.   Вычислить интеграл

 

3

2

3

sin xdx






 . 

Решение. Функция  
 

  2
sinf x x  - чётная, так как: 

         
2 22 2sin sinsin sinf x x x x f xx           . 

Поэтому:  

 
3 3 3 3

2 2

0 0 0

3

1 1
2 2 1 cos 2 sin 2sin sin

2 2

1 2 1 1 3 3
sin cos

3 2 3 3 2 6 3 2 2 3 4

xdx xdx x dx x x

   



     



 
        

 

          

  
 

Пример 4.   Вычислить интеграл

 

1 2

2
1

arcsin

1

xx
dx

x




 . 

Решение. 

 
   

 
 

2
2

2 2

arcsin arcsin

11

x x xx
f x f x

xx

   
     

 
 



 

 

Так как подынтегральная функция  
2

2

arcsin

1

xx
f x

x





 - нечётная, поэтому 

1 2

2
1

arcsin
0

1

xx
dx

x





 . 

Задания для решения в аудитории 

Вычислить интегралы 
3

2

3

2

1
1) 4 dxx

x

 
 

 
  

 

 

 

 

 

 

 

4

2

0

2) 3
x

dxe  

 

 

 

 

 

 

 

 

4

2

0

3)
1

dx

x



  

 

 

 

 

 

 

 
2 3

2

2

1

4) 2x

x

x
dxe

e

 
  
 

  

 

 

 



 

 

 

 

 

 
0

3

5)
25 3

dx

x 
  

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 
4

2

3

6)
3 2

dx

xx    

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 
0

2

1

7) 2 1 sin3 .x x xdx


   

 

 

 

 

 

 

 

 

 



 

 

2.3   Приложения определенного интеграла 

2.3.1   Вычисление площадей плоских фигур 

 

1. Если на  ;a b  функция   0f x  , то площадь криволинейной 

трапеции, ограниченной кривой
 

 y f x , осью Ox  и прямыми ;x a x b   

равна: 

 

 

 

 
b

a

S f x dx                     (1) 

2. Если на  ;a b  функция
   0f x  , то площадь криволинейной 

трапеции, ограниченной снизу кривой
 

 y f x , осью Ox  и прямыми 

;x a x b  , равна: 

 

   
b

a

S f x dx                (2)                        

3. Если функция  f x  конечное число раз меняет знак на
 
 ;a b , то 

интеграл по всему отрезку  ;a b  разбиваем на сумму интегралов по 

частичным отрезкам. Площадь такой криволинейной трапеции 

соответственно равна: 

 

     
c d b

a c d

S f x dx f x dx f x dx       (3) 

4. Если основанием криволинейной трапеции является отрезок  ;c d  

оси 
Oy , тогда площадь такой фигуры равна: 

 

 

 
d

c

S y dy                        (4) 

y

x0

 y f x

S

a b

y

x0

a b

S

 y f x

y

x0

 y f x

a b
c d

y

x0

 x y 

d

c

S



 

 

5. Пусть на отрезке  ;a b  заданы непрерывные функции  1
y xf  и 

 2
y xf  такие, что  2

xf ≥  1
xf . Тогда площадь фигуры, заключённой между 

кривыми 
 

 2
y xf  и 

 
 1

y xf  на отрезке
 
 ;a b , вычисляется по формуле: 

 

   2 1

b

a

S x x dxf f           (5) 

 

 

Решение типовых примеров 

Пример 1. Найти площадь фигуры, ограниченной линиями 
24 ;y x x   

1; 3x x   и осью Ox . 

Решение. 

 

Воспользуемся формулой  
b

a

S f x dx  , 

тогда   21; 3; 4a b f x x x    , следовательно,  

 
33 3

2 2

1 1

4 2
3

1 1 22
18 9 2 7 ( . .)

3 3 3

x
S x dxx x

кв ед

 
     

 

      


 

Пример 2. Найти площадь фигуры, ограниченной линиями ;x y  

0; 4x y   . 

Решение.  

 

Воспользуемся формулой  
d

c

S y dy  , где
 

 0; 4;c d y y    

Тогда  
3 3

2 2

44

00

2 2 16
0 ( . .)4

3 3 3
S ydy кв едy      

 

 

y

x0

 2y f x

a b

 1y f x

24y x x 

4

x

y

0

1x  3x 

42

0y 

y

x0

4y 

0
x


x y



 

 

Задания для решения в аудитории 

Вычислить площади фигур, ограниченных заданными линиями: 
2 21) 4 ; 2y y xx x     

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 
22) ; 2y x y x    

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

2.3.2   Вычисление объёмов тел вращения 

 

1. Если криволинейная трапеция, ограниченная кривой  y f x  и 

прямыми 0; ;y x a x b   , вращается вокруг оси Ox , то объём тела 

вращения вычисляется по формуле: 



 

 

 

 2
b

x

a

x dxfV                 (6) 

2. Если криволинейная трапеция, ограниченная кривой  x y  и 

прямыми 
; ; 0y c y d x   , вращается вокруг оси Oy , то: 

   

       2
d

y

c

y dyV                 (7)       

3. Если фигура, ограниченная кривыми  1 1
xy f  и  2 2

xy f  

    1 2
0 x xf f   и прямыми ;x a x b  , вращается вокруг оси Ox , то объём 

тела вращения: 

                                  2 2

2 1

b

x

a

x x dxf fV                            (8) 

4. Если фигура ограничена кривыми  1
x y  и  2

x y   

    1 2
0 y y    и прямыми ;y c y d   вращается вокруг оси Oy

 , то 

объём тела вращения: 

                                  2 2

2 1

d

y

c

y y dyV                              (9) 

 

Решение типовых примеров 

Пример 1. Найти объём тела, образованного вращением вокруг оси Ox  

фигуры, ограниченной кривой  
2 3y x  и прямой 2x  . 

Решение. 

 

Применяя формулу

 

 2
b

x

a

x dxfV   ,

 

 

найдём: 
22 4

3

0 0

16
4 ( . .)

4 4
x

x
dx куб едV x        

y

x0

 y f x

a b

y

x0

 x y 

c

d

y

x0

2 3y x

2



 

 

Пример 2. Найти объём тела, полученного от вращения вокруг оси Oy  

фигуры, ограниченной линиями 2 3;y yx x 
  

Решение. 

 

Воспользуемся формулой:  

    2 2

2 1

d

y

c

y y dyV     , 

где 0; 1c d  ,     3
1 2

;y y y y    

Тогда:  

 
5

3

1
1 2

2 23

0
0

3

5 2

3 1
( . .)

5 2 10

y

y y
dyy yV

куб ед

 




 
     

 
 

 
   

 


 

 

Задания для решения в аудитории 

Найти объёмы тел, образованных вращением вокруг оси Ox  фигур, 

ограниченных линиями: 
21) 3 ; 2 6y x y xx     

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 
22) ;y y xx   

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

y

x0 1

1

2y x 3y x



 

 

Найти объём тел, образованных вращением вокруг оси Oy  фигур, 

ограниченных линиями: 
21) 1; 0; 1; 2y y x xx      

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

4
2) ; 0; 1; 4y y x x

x
     

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

  



 

 

ГЛАВА 3 ДИФФЕРЕНЦИАЛЬНЫЕ УРАВНЕНИЯ 

 

Основные понятия 

Уравнение, связывающее независимую переменную, неизвестную 

функцию и её производные или дифференциалы различных порядков 

называется обыкновенным дифференциальным уравнением. 

Порядком дифференциального уравнения называется порядок старшей 

производной, входящей в данное уравнение. Например, уравнение 

1cossin  xyxy  - первого порядка; x
dx

yd
sin

2

2

  - второго порядка; xyy   - 

третьего порядка и т.д. 

Решением дифференциального уравнения называется функция у=у(х), 

удовлетворяющая этому уравнению. Процесс нахождения решения 

называется интегрированием дифференциального уравнения. 

Если решение уравнения получено в неявном виде  0),( yx , то оно 

обычно называется интегралом уравнения. 

Задача Коши для уравнения  

                   ),...,,,( 1)(  nn yyyxfy                                          (1) 

ставится следующим образом. Среди всех решений уравнения (I) требуется 

найти решение у=у(х), для которого функция у(х) вместе со своими 

производными до (n-I)-ro порядка включительно принимает заданные 

значения 
1

0000 ,...,,,



n

yyyx , при заданном значении  0x  аргумента x , т.е. 

                    



















 1(

00

)1(

00

00

)(

..................

,)(

,)(

nn yxy

yxy

yxy

                                                       (2) 

где    
1

0000 ,...,,,



n

yyyx  - заданные   числа. 

Условия (2) называются начальными условиями решения у=у(х), а само 

это решение - частным решением уравнения (1), удовлетворяющим 

начальным условиям (2). 

Общее решение уравнения (1) - это решение вида  ),...,,,( 21 nCCCxy  , 

зависящее от произвольных  постоянных C1,C2, …, Сn, которые можно 

подобрать таким образом, чтобы удовлетворить любой системе   начальных 

условий. 

Частное решение уравнения (1) может быть получено из общего ре-

шения при некоторых числовых значениях произвольных постоянных 

nCCC ,...,, 21  

Геометрически общее решение (общий интеграл) изображается 

семейством интегральных кривых, а частное решение (частный интеграл) - 

одной из этих интегральных кривых. 

 

 



 

 

3.1 Дифференциальные уравнения I порядка 

 

Дифференциальным уравнением первого порядка называется 

уравнение вида  

0),,( yyxF  или ),( yxfy   

где у - неизвестная функция;   х - независимая переменная. 

Общее решение (общий интеграл) дифференциального уравнения I 

порядка имеет вид 0),( Cx  или Ф (х, у, с) = 0 - соответственно. Для 

получения частного решения (частного интеграла), удовлетворяющего 

заданному начальному условию 0)( yxy  , надо найти соответствующее 

значение С = С0 , подставляя в общее решение (общий интеграл) значения х0 

и у0 . Будем иметь ),( 0Cxy     или   Ф (х, у, с) = 0 

 

Дифференциальные уравнения с разделяющимися переменными 

Дифференциальное уравнение с разделяющимися переменными имеет 

вид 

0)()()()( 2211  dyyNxMdxyNxM             (1) 

Поделив обе части уравнения (I) на  )()( 21 xMyN  получим уравнение 

0
)(

)(

)(

)(

1

2

2

1  dy
yN

yN
dx

xM

xM
                             (2) 

в котором переменные разделены. Общий интеграл уравнения находится 

почленным интегрированием: 

Cdy
yN

yN
xd

xM

xM
 

)(

)(

)(

)(

1

2

2

1

 

 

Однородные уравнения I порядка 

Уравнение вида 0),(),(  dyyxQdxyxP  называется однородным, если 

Р(х,у) и Q(х,у) - однородные функции одного измерения. Функция F(х,у) 

называется однородной измерения m , если    ),(),( yxfyxf m  . 

Оно приводится к виду 









x

y
fy . Где 









x

y
f - однородная функция 

нулевой степени однородности. Однородное уравнение с помощью 

подстановки  или у=uх, (у'=u'v+uv'),  приводится к уравнению с 

разделяющимися переменными по отношению к новой неизвестной функции 

u. При этом u
dx

du
x

dx

dy
 , или . 

Интегрируя получившееся уравнение с разделяющимися переменными, 

и, заменяя затем  , находим искомое общее решение (общий 

u
x

y










udxxdudy 











x

y
u



 

 

интеграл) данного однородного уравнения. 

 

Линейные уравнения I порядка 

 

Дифференциальное уравнение называется линейным, если оно линейно 

(т.е. первой степени) относительно искомой функции у и её производной y' . 

Общий вид линейного уравнения:                          

  у'+Р(х)у=Q(х)                                                (3) 
 

Линейное уравнение сводится к двум уравнениям с разделяющимися 

переменными, если искомую функцию у  заменить произведением   двух 

вспомогательных функций u и v, т.е. положить uvy  . Тогда 
dx

dv
u

dx

du
v

dx

dy
  

и данное уравнение (3) примет вид:  

)()( xQvxP
dx

dv
u

dx

du
v 





                                        (4) 

Пользуясь тем, что одну из вспомогательных функций, например v 

можно выбрать произвольно, подберем ее так, чтобы выражение в 

квадратных скобках обратилось в нуль, т.е. в качестве v  возьмем одно из 

частных решений )(xvv   уравнения с разделяющимися переменными 

0)(  vxP
dx

dv
 

Подставлял выражение )(xvv   в уравнение (4), получаем уравнение 

относительно функции u: 

)(xQ
dx

du
v  ,                             (5) 

которое также является уравнением с разделяющимися переменными. Найдя 

общее решение уравнения (5) в виде ),( Cxuu   получим общее решение 

линейного уравнения (3): 
)(),( xvCxuy 
 

 

Уравнение  Бернулли 

Уравнение вида у'+Р(х)у=Q(х)уn , где Р и Q функции, зависящие 

только от х и n-рациональное число , называется уравнением Бернулли.  

При n=0 имеем линейное уравнение. Уравнение  Бернулли решается 

также подстановкой у=uv.  

Решение типовых примеров 

Пример 1. Найти частное решение уравнения ctgxyy )1(  , 

удовлетворяющее   условию 2
2









y . 



 

 

Решение. Данное уравнение является уравнением с разделяющимися 

переменными. Учитывая, что 
dx

dy
y  , умножим обе части уравнения на dx и 

разделим на множитель (у+1). Получим уравнение с разделенными 

переменными:  .
1

dy
ctgxdx

y


  

Интегрируя обе части уравнения и беря произвольную постоянную в 

вида Cln , получим  ln 1 ln sin ln .y x C    

Потенцируя, находим общее решение:  sin 1.y C x   

Найдем значение С, соответствующее начальным  условиями: 

2
2









y , 1

2
sin2 


C , откуда С = 3. Подставим С = 3 в формулу общего 

решения. Получим, 1sin3  xy  есть частное решение, удовлетворяющие 

заданным начальным   условиям. 

 

Пример 2. Найти общий интеграл уравнения  

Решение. Здесь xyxP 22  , xyQ  . Функции однородные второго 

измерения. Введем подставку у =их, тогда . 

Данное уравнение примет вид: 0)()2( 222  udxxduuxdxuxx , или  

0)2( 32222  duuxdxxuuxx . 

Разделяя переменные и интегрируя, имеем: 0
)1( 2





u

udu

x

dx
, 

C
u

udu

x

dx



  2)1(

,  



 Cdu

u

u
x

2)1(

11
ln , C

u
ux 




1

1
1lnln . 

Возвращаясь к прежней неизвестной функции y заменой "u" на 
x

y
, 

получаем C

x

yx

y
x 





1

1
1lnln , C

yx

x

x

y
x 


 )1(ln . 

Пример 3. Решить уравнение   хусtgху sin . 

Решение.  Данное уравнение является линейным, так как оно содержит 

искомую функцию у и её производную у'  в первой степени и не содержит их 

произведений. 

Применяем подстановку  uvy  , где u и v - некоторые неизвестные 

функции аргумента  х. Если uvy  , то '')'(' uvvuuvy  и данное уравнение 

примет вид sinu v uv uvctgх x     или   sinu v u v vctgx x    . 

Taк как искомая функция представлена в виде произведения двух 

других неизвестных функций, то одну из них можно выбрать произвольно. 

Выберем функцию v так, чтобы выражение, стоящее в круглых скобках левой 

0)2( 2  xydydxxyx

udxxdudy 



 

 

части равенства, обращалось в нуль. Тогда  данное уравнение сводится к 

двум уравнениям с разделяющимися переменными: 

I) 0v vctgx                              II)      sinu v x   

Т.к. uvy  , то  xсху sin)(     -  общее решение. 

Пример 4.    Найти общий   интеграл уравнения: 1' 322 xyyyx  

Решение. Разделив обе части уравнения на х2у2, убеждаемся, что данное 

уравнение является уравнением Бернулли: 
2

2

'
x

y

x

y
y



     

Заменяя функцию у по формуле у=uv, имеем '')'(' uvvuuvy  , 

222

1
''

vuxx

v
vuvu 








  или 

222

1
''

vuxx

uv
uvvu   

Отсюда получаем два уравнения с разделяющимися переменными:  

1) 0' 









x

v
v  и               2) 

222

1
'

vux
vu   

Решая первое уравнение, находим v как простейший   частный   ин-

теграл этого уравнения: 
x

v
1

 . Подставляя v  во второе уравнение и решая 

его, находим u как общий интеграл этого уравнения: 
2

1'

ux

u
 , xdxduu 2

, 

323

23 Cxu
 , 3 2

2

3
Cxu  . Следовательно, искомый общий интеграл данного 

уравнения 3
32

3

x

C

x
uvy   
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Задания для решения в аудитории 

1. Найти общее решение дифференциальных уравнений: 
2 2) (1 ) (1 )а y dx x dy  

 
 

 

 

 

 

 

 

 

 

) ' x yб y e   

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

2. Найти частные решение уравнения, удовлетворяющие указанным 

условиям: 

а) 0)()( 22  dyyyxdxxxy , если 1)0( y  
 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

б) 2'  yctgxy , если 1)0( y  

 

 

 



 

 

 

 

 

 

 

 

 

3. Найти общее решение дифференциальных уравнений: 

а) 0)2(  xdydxyx  
 

 

 

 

 

 

 

 

 

б) ''22 xyyyxy   
 

 

 

 

 

 

 

 

4. Найти частные решение уравнения, удовлетворяющие указанным 

условиям: 

0)32(  xdydxyx , если 1)1( y  
 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

5. Найти общее решение дифференциальных уравнений: 

а) 32
2

' xy
x

y 
 

 



 

 

 

 

 

 

 

 

 

б) 0)(2  dyyxydx  
 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

6. Найти частные решение уравнения, удовлетворяющие указанным 

условиям: 

а) 12'  xyy , если 0)0( y  
 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

б) 0'  xeyxy , если bay )(  
 

 

 

 

 

 



 

 

 

 

 

 

 

 

 

7. Найти общее решение дифференциальных уравнений: 
2332' yxxyy   

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

8. Найти частные решение уравнения, удовлетворяющие указанным 

условиям: 
22 2')1( xyxyyx  , если 5,0)0( y  

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 



 

 

3.2 Уравнения высших порядков, допускающие понижение 

порядка 

 

Уравнение вида )(xfy n   

 Уравнение вида )(xfy n  решается последовательным - кратным 

интегрированием правой части. При каждом интегрировании имеем одно 

произвольное постоянное, а в окончательном результате "n" произвольных   

постоянных. 

Уравнения вида  , 

не содержащие неизвестную функцию  в явном виде 

Порядок такого уравнения можно понизить, полагая . Тогда 

. В результате получим уравнение первого порядка   

относительно неизвестной функции P(x). Решая его, найдем p(x). Дальнейшее 

решение сводится к интегрированию уравнения типа рассмотренного выше

)()1( xPy n 
. 

  Уравнение вида   0,,( )()1()2(  nnn yyyF , )2( n  

не содержащее аргумент   х   в явном виде 

Уравнения этого вида допускают понижение порядка, если положить 

, а за новый аргумент принять . Тогда 
)2(

)(




n

n

dy

dp

dx

dp
y ; 

)2(

)2(






n

n

dy

dp
P

dx

dy
. 

В результате получим уравнение первого порядка относительно 

неизвестной функции Р  и аргумента 
)2( ny : 0,,

)2(

)2( 













n

n

dy

dp
PPyF  

Дальнейшее решение сводится к интегрированию уравнения типа 

Py n  )1(
. 

 

Решение типовых примеров 

Пример 1.  Найти общее решение уравнения 
3

1

x
y   и выделить частное 

решение, удовлетворяющее начальным условиям у(1)=2, y'(1)=1/2, y"(1)=3/2. 

Решение. Последовательно интегрируя данное уравнение, имеем:   

  123 2

1
" C

xx

dx
y ,  








 2112 2

1

2

1
' CxC

x
dxC

x
y , 

 







 32

2

121
2

ln
2

1

2

1
CxC

x
CxdxCxC

x
y  - общее решение 

Найдем частное решение, удовлетворяющее заданным начальным 

условиям. С этой целью найдем значения   C1, C2 и С3 , подставляя 

0),,( )()1(  nn yyxF

)()1( xPy n 

dx

dp
y n )( 0),,( 

dx

dp
PxF

Py n  )1( )2( ny



 

 

2

3
",

2

1
',2,1  yyyx  в систему равенств:  
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
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
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1
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1

2

1

,
2

1

2

3

CCC

CC

C

, 

откуда  C1 =2, С2 =-2, С3 = 3. 

Искомое частное решение получаем, подставляя найденные значения 

произвольных постоянных в формулу общего решения: 

32
2

1
2ln

2

1 2  xxxy , или 32ln
2

1 2  xxxy  

 

Пример 2.  Проинтегрировать уравнение ctgxyy )1"(2   

Решение. I) Имеем уравнение вида 0),",( yyxF . Положим )(" xPy  . Тогда 

dx

dp
y  . Получаем уравнение первого порядка: ctgxp

dx

dp
)1(2  . Оно 

является уравнением с разделяющимися переменными: 

 


ctgxdx
p

dp
2

1
; 1lnsinln21ln Cxp  ; xCp 2

1 sin1 ;  

xCp 2

1 sin1 . 

II) Вернемся к старой переменной  xCy 2

1 sin1"  . Выполняя 

двукратное интегрирование, имеем 

 

. 

 

32
121 2cos

84

2
CxCx

C
x

C
y 


  - общее решение уравнения. 

Пример 3.   Найти частное решение уравнения 0)'(" 2  yyy , если у(0)=1, 

y'(0)=2. 

Решение. Полагая 
dy

dp
pypy  ",' . Имеем: 02  p

dy

dp
yp , . 

Приравнивая первый множитель нулю, получим простейшее уравнение 

р=0. Его решение у = С;   . 

     


 dx
x

CxxdxCxxdxCdxdxxCy
2

2cos1
sinsin)sin1(' 1

2

1

2

1

2

1

2
11

21 2sin
42

12sin
42

Cx
CC

xCx
xx

Cx 


















32
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42
1' CxCx
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dxCx
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xdxyy 





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
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















 

0







 p

dy

dp
yp

0
dx

dy



 

 

Приравниваем к нулю второй множитель: , 0 pdyydp  

(уравнение с разделяющимися переменными). Разделим переменные 
y

dy

p

dp


. 

Интегрируем: 1ln ln lnp y C  , 1ln lnp C y , 1p C y  

Вернемся к старой переменной, т.е. вместо p подставим    

yC
dx

dy
1 ;           ydxCdy 1                                (1) 

1 .
dy

C dx
y


   

Интегрируем   
21ln CxCy  . 

Отсюда     -  общее решение исходного уравнения, (2) 

Найдем частное решение, используя начальные условия: у(0)=1, 

y'(0)=2. 

Подставим х=0, у=1, y'=2 уравнения (1) и (2), получим систему двух 

уравнений с двумя неизвестными С1 и С2. Очевидно, что С1=2, а С2=0. 

При найденных значениях С1 и  С2  получим искомое частное решение 

из общего:  
 

Задания для решения в аудитории 

1. Найти общее решение дифференциальных уравнений: 

а) 
x

y
2cos

1
"  

 

 

 

 
 

 

 

 

 

б) xxy sin"'   

 

 

 

 

 

 

 

0



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
 p

dy

dp
y

dx

dy

21 CxC
ey




xey 2



 

 

 

 

 

 

 

 

в) 1'"2 xyyx  

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

г) 
22 )'(" yyx   

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

д) 0)'(" 2  yyy  

 

 

 

 

 

 

 

 

 



 

 

ж) 
3)'(" yyy   

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 
2. Найти частные решение уравнения, удовлетворяющие указанным 

условиям: 

а). xy 6"  , если 0)0( y  и 0)0(' y  

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

б). 
xey "' , если 0)0( y  и 0)0(' y , 0)0(" y  

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 



 

 

в). 
2'" xeyxy x , если 1)0( y , 0)0(' y  

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

г). 
32 )'()'(" yyyy  , если 1)0( y , 1)0(' y , 0)0(" y  

 

 
 

 

 
 

 

 
 

 

3.3 Однородные линейные уравнения 2 порядка 

с постоянными   коэффициентами 

 

Уравнение вида  называется линейным однородным 

уравнением второго порядка с постоянными коэффициентами а0, а1 и а2. 

Чтобы найти общее решение этого уравнения, достаточно составить 

характеристическое уравнение: .   

В зависимости от значений корней характеристического уравнения, 

возможны различные случаи нахождения общего решения 

дифференциального уравнения. 

 
№ п/п Корни характеристического уравнения Общее решение уравнения 

1 Корни действительные и различные (k1≠k2)  

2 Корни действительные и равные (k1=k2=k) )( 21 xCCey kx   

3 Корни мнимые (  ik  )  

0'" 210  yayayа

021

2

0  akakа

xkxk
eCeCy 21

21 

)sincos( 21 xCxCey x  



 

 

 Решение типовых примеров 

 

Пример 1. Найти общее решение дифференциального уравнения 

. 

Решение. Составим характеристическое уравнение, соответствующее задан-

ному линейному однородному уравнению . Найдем его корни 

ik  12112,1 . Корни мнимые.  

Смотрим по таблице 1, строка 3:  1,1   . Общее решение будет 

следующим: )sincos( 21 xCxCey x   .  

Пример 2. Найти частное решение уравнения 02'"  yyy , 

удовлетворяющее начальным условиям: у(0)=3, y'(0)=0. 

Решение. Вначале найдем общее решение. Характеристическое уравнение:

  имеет два различных действительных корня  

k1= -2, k2 = 1. Следовательно, - общее решение. 

Дифференцируем обе части последнего равенства: xx eCeCy 2

2

12'    

Подставив начальные условия, получим систему двух уравнений 

относительно произвольных постоянных  C1 и С2: 









.20

,3

21

21

CC

CC
   

 Решение системы дает: С1 = 1 и С2 = 2.  

Следовательно,  - есть искомое   частное решение. 

 

 

3.4 Неоднородные линейные уравнения 2 порядка с постоянными 

коэффициентами 
 

Уравнение  (1) называется неоднородным 

линейным уравнением второго порядка с постоянными коэффициентами а0, 

а1 и а2. Структура общего решения такого уравнения определяется 

следующей теоремой: 

Общее решение. У неоднородного уравнения предоставляется как 

сумма какого-нибудь частного решения этого уравнения  и общего 

решения у соответствующего однородного уравнения  

0'" 210  yayayа                                                 (2) 

Таким образом, общее решение исходного уравнения (1) запишется в 

виде:  

1.  Нахождение у описано в пункте 3.3. 

2. Нахождения частного решения y . 

Рассмотрим метод неопределенных коэффициентов нахождения 

частного решения . 

Если правая часть уравнения (1) имеет вид:  

02'2"  yyy

0222  kk

022  kk
xx eCeCy 2

2

1  

xx eey 22  

)('" 210 xfyayayа 

y

y



 

 

, то частное решение уравнения (1) может 

быть найдено в виде:      (3) 

где - многочлены соответственно n-ой, r-ой и s- ой 

степеней, причем s  - наибольшая из степеней n и r. Число m – кратность 

 как корня характеристического уравнения (2). 

Для того, чтобы найти коэффициенты многочленов )(xM s
 и  

искомое частное решение (3) подставляют левую часть дифференциального 

уравнения (1) и производят соответствующие упрощения; затем в 

полученном тождестве приравнивают коэффициенты при подобных членах в 

левой и правой частях, что дает систему линейных уравнений относительно 

искомых коэффициентов, в которой определяют эти коэффициенты.  

Укажем   вид  y  для некоторых частных случаев: 

1) если )()( xPexf n

x , то )(xQexy n

xm  , где m - кратность  i0  

- как корня характеристического уравнения.  

2) если xxPexf n

x  cos)()(  , то , 

где m - кратность  i   - как корня характеристического уравнения.  

3) если xxPexf n

x  sin)()(  , то ]sin)(cos)([ xxNxxMexy nn

xm   , 

где m - кратность     - как корня характеристического уравнения. 

Отметим также, что если , то , где  - 

частные решения уравнений вида (1) )()( 1 xfxf   и  

соответственно. 

Решение типовых примеров 

Пример 1. Найти общее решение уравнения . 

Решение. 1) Сначала находим у. Характеристическое уравнение 092 k  

имеет корни 32,1 k . Следовательно, . 

2) Найдем теперь . В данном случае правая часть имеет вид (3) при 

16)(,9)(,3,0 00  xQxP . Так как число  служит 

однократным   корнем характеристического уравнения, то m=1 и частное 

решение надо искать в виде , где А и В – 

неопределенные коэффициенты. Находим: 

xBAxxABxy 3sin)3(3cos)3('  ;  

xABxxBAxy 3sin)69(3cos)69("  . 

Подставляя "y и  в данное уравнение и приводя подобные члены, 

получай xxxAxB 3sin163cos93sin63cos6  , откуда 6В=9, -6А=16, т.е. 

В=3/2, А=-8/3. Следовательно, )3sin
2

3
3cos

3

8
( xxxy  . Итак, общее 

решение данного уравнения имеет вид: 

. 

xxQxxPexf rn

x  sin)(cos)([)( 

]sin)(cos)([ xxNxxMexy ss

xm  

)(),(),(),( xNxMxQxP ssrn

i 

)(xNs

]sin)(cos)([ xxNxxMxey nn

xm  

i 

)()()( 21 xfxfxf  21 yyy  21, yy

)()( 2 xfxf 

xxyy 3sin163cos99" 

xCxCy 3sin3cos 21 

y

ii 3 

)3sin3cos( xBxAxy 

y

xxxxxСxСyyy 3sin
2

3
3cos

3

8
3sin3cos 2121 



 

 

Пример 2.  Найти частное решение уравнения , 

удовлетворяющее условиям у(6)=5, y'(0)=1. 

Решение. 1. Найдем общее решение у соответствующего однородного 

уравнения 0'2"  yy . Решая отвечающее ему характеристическое уравнение 

022  kk , получаем корни 2,0 21  kk . Следовательно, 
xeCCy 2

21

 . 

2. Перейдем к отысканию частного решения  данного уравнения. 

Здесь правая часть  имеет вид (3): 

,923)(,2 2

2  xxxPn  0,1   . Так как 1 i  не является корнем 

характеристического уравнения, то m=0. Следовательно, частное решение  

нужно искать в виде, где А, В и С   - некоторые   коэффициенты, подлежащие 

определению. Для их отыскания воспользуемся тем, что  должно быть 

решением данного уравнения.   Найдем   'y  и : 
xxx eCBBxAxAxeBAxeCBxAxy )2()2()(' 22   

 
теперь подставим выражения для 'y  и "y  в данное   уравнение: 

Сокращая обе части полученного равенства на ex и группируя члены при 

одинаковых степенях х, в результате получим: 

923322)38(3 22  xxCBAxBAAx  

Это равенство выполняется тождественно только тогда, когда 

коэффициенты при одинаковых степенях  х, в обеих его частях равны между 

собой. Итак, для отыскания коэффициентов А, В и С имеем следующую 

систему уравнений: 















,9342

,238

,33

CBA

BA

A

               














.5

,2

,1

C

B

A

 

Таким образом, )52( 2  xxey x
. 

Теперь можно записать общее решение данного уравнения: 

 

Дифференцируем обе части последнего равенства: 
xxx exxexeCy )52()22(2' 22

2    

Подставив начальные условия, получаем систему двух уравнений 

относительно С1 и С2. 









,5221

,55

2

21

С

СС
     

Следовательно, 
xx exxey )52(1 22  

 - искомое частное 

решение. 
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)923()224()2(2 222  xxeeCBABxAxAxeCBBxAxAx xxx

xx exxeССyyy )52( 22
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Задания для решения в аудитории 

1. Найти общее решение дифференциальных уравнений: 

а). 12  xyyy   

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

б). 1123  xyy  

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 



 

 

в). 
xeyyy 3423   

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

г). 
xexyyy  sin2  



 

 

ГЛАВА 4  РЯДЫ 

 

4.1   Числовые ряды 

Пусть бесконечная числовая последовательность. 

Выражение вида  (1) называется числовым 

рядом (или просто рядом), а числа   называются членами ряда;  

при произвольном п называется общим членом ряда (иногда первый член 

ряда обозначают , второй —  и т. д., то есть придают п значения 0, 1, 2, 

...). Ряд часто записывают . 

Числовой ряд задан, если известен его общий член un, или известен 

закон, по которому он может быть получен. 

Сумму первых п членов числового ряда обозначают через  и 

называют частичной суммой ряда : 

S1=u1;   S2= u1+ u2;   S3= u1+ u2+ u3;  … ;   Sn= u1+ u2+…+un         (2) 

 

Определение   Ряд (9.1) называется сходящимся, если п-я  частичная 

сумма   при неограниченном возрастании п стремится к конечному 

пределу, т.е. , где  называется суммой ряда (1). 

Если же п-я  частичная сумма ряда при  не стремится к 

конечному пределу или вообще не имеет никакого предела, то ряд  

называется  расходящимся.  

 

Ряд   а+аq+aq2+…+aqn-1+…  (3) называется геометрической 

прогрессией, а - первый член ряда; q – знаменатель прогрессии,  сумма ряда   

. 

При |q|<1 ряд (9.3) сходится, его сумма равна  и при   |q| 1 ряд 

(3)  расходится.  

 

Ряд      (4) называется гармоническим рядом, он 

расходится. 

 

Ряд   (5) называется обобщенным 

гармоническим рядом, при p>1 этот ряд сходится, а при  он расходится. 
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Необходимое условие сходимости ряда 

Если ряд  сходится, то его общий член un
 стремится к 0 при 

, то есть   (6) 

Если общий челн ряда un не стремится к 0 при , то ряд 

расходится. 

 

Достаточные признаки сходимости рядов 

1. Признаки сравнения 

Пусть даны два ряда с положительными членами 

=    (*) 

=    (**) 

1) Если члены ряда (*) не превосходят соответствующих членов ряда 

(**), т. е.  и ряд (**) сходится, то сходится и ряд (*). 

2) Если члены ряда (*) не меньше соответствующих членов ряда (**), 

т.е.  и ряд (**) расходится, то расходится и ряд (*). 

Этот признак остаётся в силе, если неравенства  

выполняются не при всех  п,  а лишь начиная с некоторого номера . 

2. Предельный признак сравнения 

Пусть даны два знакоположительных ряда  и . Если 

существует конечный, отличный от нуля, предел , то 

оба ряда  и  сходятся и расходятся одновременно. 

3. Признак Даламбера  

Если для знакоположительного ряда  существует 

,  то  если  ряд сходится, если же , то ряд расходится. 

Если , то ряд может сходиться, а может и расходиться. В этом 

случае признак Даламбера ответа не дает, приходится исследовать  на 

сходимость ряд с помощью других признаков. 

4. Признак Коши  (Радикальный признак) 

Если для знакоположительного ряда  существует 

,  то  если , то ряд сходится,  если , то ряд расходится. 

Если , то радикальный признак ответа не дает. 

5. Признак Коши (Интегральный признак). 
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Пусть члены знакоположительного ряда  

  и  такая непрерывная невозрастающая на промежутке 

  функция, что     , ,…, ,… 

Тогда, если несобственный интеграл  сходится, то и ряд 

сходится, а если он расходится, то и ряд расходится. 

 

Решение типовых примеров 

Пример 1.  Дан общий член ряда   . Написать первые четыре члена 

ряда. 

Решение. Если , то ; если  ,  то ; если , то ; 

если , то ;…. Ряд можно записать в виде   . 

  

Пример 2.  Найти общий член ряда   …. 

Решение. Числители образуют геометрическую прогрессию  ; n-

й член этой прогрессии . Знаменатели образуют арифметическую 

прогрессию ; n-й член этой прогрессии находим по формуле 

, где , поэтому . Следовательно, общий 

член этого ряда . 

Пример 3.  Найти сумму ряда  .  

Решение. Представим общий член ряда в виде суммы простейших дробей: 

 

 

Умножая обе части этого выражения на знаменатель, придём к 

тождеству 

. 

Полагая , находим 1 = А;   значит ; 

            , находим 1 = - В; значит . 

Таким образом, , т.е.  . 
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Отсюда ;  ;  ;  ;…. 

Следовательно, 

. 

Так как , то ряд сходится и его сумма 

равна . 

Пример 4.  Исследовать сходимость ряда . 

Решение. Сравним этот ряд с рядом 

 

(то есть с бесконечно убывающей 

геометрической прогрессией, так как ), этот ряд сходится.  

Члены данного ряда  меньше  соответствующих членов ряда , 

следовательно, данный ряд сходится. 

Пример 5.  Исследовать сходимость ряда . 

Решение. Сравним этот ряд с рядом  ( , бесконечно убывающая 

геометрическая прогрессия). Применим предельный признак сравнения 

рядов:  

. 

Так как предел конечен и отличен от нуля и ряд  сходится, то 

сходится и данный ряд. 

Пример 6. Исследовать сходимость ряда .. 

Решение. Сравним данный ряд с гармоническим рядом 

 

(расходится). 

Воспользуемся предельным признаком сравнения . 

Следовательно, данный ряд расходится. 
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Пример 7. Исследовать сходимость ряда . 

Решение. Применим признак Даламбера:  имеем , . 

Тогда . 

Так как , то данный ряд расходится.   

Пример 8. Исследовать сходимость ряда  . 

Решение. Здесь удобнее применить радикальный признак Коши, поскольку 

. 

 , так как , то данный 

ряд сходится.  

 

Пример 9. Исследовать сходимость ряда . 

Решение. Воспользуемся интегральным признаком Коши: 

,   . 

Интеграл расходится, поэтому расходится и данный ряд. 

 

Задания для решения в аудитории 

1. Записать 4-5 первых членов ряда, по известному общему члену Un. , если: 

а) Un = 
 

 

 

б) Un = 
 

 

 

2. Написать простейшую формулу n – го члена ряда по указанным членам: 

а)  

б)  
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в)  

г) 
 

 

3. Проверить, выполняется ли необходимый признак сходимости рядов: 

а) 
 

 

 

 

 

б) 
 

 

 

 

 

 

4. Найти сумму n – первых членов ряда (Sn), доказать сходимость ряда, 

пользуясь непосредственно определением сходимости и найти сумму ряда S: 

а)  

 

 

 

 

б)  

 

 

 

 

5. Исследовать на сходимость по признаку сравнения: 

а) ; 
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б) ; 

 

 

 

 

 

6. Исследовать на сходимость, используя признак Даламбера: 

а) ; 

 

 

 

 

 

б) ; 

 

 

 

 

 

 

7. Исследовать на сходимость, используя радикальный признак Коши: 

а)  

 

 

 

 

 

 

б) 
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8. Исследовать на сходимость, используя интегральный признак Коши: 

а)  

 

 

 

 

 

 

б) 
 

 

 

 

 

 
 

 

4.2  Знакочередующиеся ряды 

 

Определение  Ряд, у которого любые два соседних члена имеют разные 

знаки, называется знакочередующимся. 

Знакочередующийся ряд имеет вид  

                        ,                           (7) 

где  для всех . 

Для знакочередующегося ряда имеет место достаточный признак 

сходимости, который называют признаком Лейбница. 

Признак Лейбница. Если в знакочередующемся ряде (7) абсолютные 

величины членов ряда убывают и общий член ряда  

стремится к 0 при неограниченном увеличении его номера, то есть 

, то ряд (7) сходится, его сумма положительная и не превосходит первого 

члена ряда ( ). 

Замечание. Если хотя бы одно условие признака Лейбница не 

выполняется, то ряд расходится. 

Если знакочередующийся ряд удовлетворяет условию признака 

Лейбница, то можно оценить ошибку, которая получится, если заменить его 

сумму  частичной суммой . Допускаемая при этом погрешность, 

оценивается для знакочередующегося ряда по признаку Лейбница. 

При такой замене мы отбрасываем все члены ряда, начиная  с . Но 

отбрасываемые члены образуют знакочередующийся ряд, сумма которого 

меньше первого члена этого ряда, т. е. меньше . 
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Ошибка, совершаемая при замене суммы ряда  на частичную сумму 

, равна  и не превосходит по абсолютной величине первого 

из отброшенных членов ряда, т. е. . 

 

Решение типовых примеров 

Пример 1.  Исследовать сходимость ряда: 

. 

Вычислить приближенно его сумму, удержав три первых члена ряда, и 

оценить погрешность. 

Решение. Проверим выполнимость условий признака Лейбница, т.к. 

, 

1)  

2)  

Оба условия выполняются. Следовательно, данный ряд сходится 

. 

Ошибка , получающаяся при замене суммы этого ряда суммой трёх 

первых членов, меньше абсолютной величины четвертого члена, то есть: 

< ,        < =0,04. 

Ответ: ,  . 

 

 

Пример 2.  Вычислить сумму ряда с точностью до 0,01   

. 

Решение. Данный ряд сходится, так как ,  

Так как   , то найдём  

,           , 

,                   , 

,                           . 

Следовательно, .  

Значит, это неравенство выполняется, начиная, с . 
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Таким образом,  

 

Ответ: . 

 

Задания для решения в аудитории 

1. а) Оценить ошибку, допускаемую при замене суммы ряда: 

 

суммой четырех первых его членов. Найти эту сумму. 

     

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

    б) Оценить ошибку, допускаемую при замене суммы ряда 

 

суммой трех первых его членов. Найти эту сумму. 
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2. Вычислить сумму ряда с точностью до : 

а)  

 

 

 

 

 

 

 

 

б)  

 

 

 

 

 

 

 

 

4.3  Знакопеременные ряды. Абсолютная и условная сходимость 

 

Определение Ряды, члены которых имеют произвольные знаки, 

называются знакопеременными рядами. 

Пусть   (8) знакопеременный ряд. 

Числа , , …, могут быть как положительными, так и 

отрицательными, причем расположение положительных и отрицательных 

членов ряда произвольное. 

 

Достаточный признак сходимости знакопеременного ряда 

Если для знакопеременного ряда  сходится ряд, 

составленный из абсолютных величин его членов, т. е. , 

то данный знакопеременный ряд также сходится. 

Определение. Знакопеременный ряд   называется 

абсолютно сходящимся, если сходится ряд, составленный из абсолютных 

величин его членов . 

На основании достаточного признака сходимости знакопеременного 

ряда всякий абсолютно сходящийся ряд является сходящимся. 
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Определение. Знакопеременный ряд  называется 

условно сходящимся (или не абсолютно сходящимся), если он сходится, а 

ряд , составленный из абсолютных величин его членов 

расходится. 

Решение типовых примеров 

Исследовать сходимость знакопеременных рядов и установить 

характер сходимости (абсолютная, условная) 

Пример 1.  . 

Решение. Ряд знакочередующийся, поэтому применим признак Лейбница.  

1) первое условие признака выполнено, 

2)  второе условие признака выполнено, значит, ряд 

сходится. 

Составим ряд из абсолютных величин данного ряда: 

. 

Этот ряд обобщённо гармонический и при  является 

сходящимся. Значит, данный ряд сходится абсолютно. 

Пример 2.  . 

Решение. Применим признак Лейбница.  

1) первое условие признака выполнено, 

2)   второе условие признака выполнено, значит, ряд 

сходится. 

Составим ряд из абсолютных величин данного ряда: 

. 

Исследуем этот ряд с помощью интегрального признака Коши: 

, 

. 

Интеграл расходится, поэтому и ряд расходится. 

Значит, данный ряд сходится условно. 
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Пример 3.  . 

Решение. Применим признак Лейбница.  

1) первое условие признака выполнено, 

2)   второе условие признака не выполняется. Значит, 

ряд расходится. 

 

Задания для решения в аудитории 

1. Выяснить, какие ряды сходятся абсолютно, какие сходятся условно, 

какие расходятся. 

а) . 

 

 

 

 

 

 

 

 

б) . 

 
 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

4.4  Функциональные ряды 

 

Определение. Ряд, членами которого являются функции от х, 

называется функциональным:  

                      (9) 

Совокупность тех значений , при которых функциональный ряд 

сходится, называется областью сходимости этого ряда. Областью 

сходимости функционального ряда чаще всего служит какой-нибудь 

промежуток оси Оx. 
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Частичная сумма функционального ряда, т. е. сумма первых  его 

членов, является функцией переменной : 

                      (10) 

В любой точке  из области сходимости функционального ряда (9) 

существует предел частичной суммы (9.10) при . В точках, не 

принадлежащих области сходимости функционального ряда частичная сумма 

 не имеет предела. Сумма функционального ряда является некоторой 

функцией от , определенной в области сходимости ряда: 

                                     (11) 

Разность называется остатком функционального 

ряда. 

Определение. Функциональный ряд  называется равномерно 

сходящимся в области D, к функции , если для любого  найдётся 

такое число N, что для всех n>N и для всех  справедливо неравенство

 или . 

Признак Вейерштрасса (достаточный признак равномерной 

сходимости). 

Если для ряда  на отрезке   существует сходящийся 

знакоположительный числовой ряд , удовлетворяющий условию: 

 ( ), 

то ряд  сходится на отрезке  равномерно. 

 

Решение типовых примеров 

Пример 1.   Найти область сходимости рядов . 

Решение. По радикальному признаку Коши имеем: 

 

Ряд будет сходиться при  следовательно, , , 

так как , то .  Ряд сходится при . 
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Пример 2.  Исследовать на равномерную сходимость: 

. 

Решение. Область определения . Сравним данный ряд с числовым 

знакоположительным рядом  - это обобщённо 

гармонический ряд, при  он сходится.  

Так как  , то по признаку Вейерштрасса данный ряд 

равномерно сходится на  всей оси Ох. 

 

 

 

 

 

 

Задания для решения в аудитории 

1. Найти область сходимости рядов: 

а) 

 

 

 

 

 

 

 

б) 
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4.5   Степенные ряды 

 

Определение.  Степенным рядом называется ряд вида  

                    (12) 

Числа  , …, , … называются коэффициентами степенного ряда, 

. Ряд (9.12) разложен по степеням . Рассматриваются также степенные 

ряды, разложенные по степеням , то есть ряд вида: 

,   (13) 

где  - некоторое постоянное число. 

Ряд (13) легко приводится к виду (12), если положить . 

Поэтому при изучении степенных рядов можем ограничиться степенными 

рядами вида  (12). 

Основное свойство степенных рядов: 

Теорема Абеля. Если степенной ряд (12) сходится при , то он 

сходится и притом абсолютно для всех , удовлетворяющих условию 

. Если ряд (12) расходится при , то он расходится при всех , 

удовлетворяющих условию . 

Из теоремы Абеля следует, что  есть точка сходимости 

степенного ряда, то интервал   весь состоит из точек сходимости 

степенного ряда  и называется  интервалом сходимости степенного ряда. 

Положив , интервал сходимости можно записать в виде . Число 

R называют радиусом сходимости степенного ряда, то есть R>0 - это такое 

число, что при всех , для которых  , ряд (12) абсолютно сходится, а  

при  ряд расходится.   

В частности, когда ряд (12) сходится лишь в одной точке , то 

считаем, что . Если  же  ряд (12) сходится во всех точках числовой оси 

, то в этом случае .  

Отметим, что на концах интервала сходимости (то есть при  и  

при ) сходимость ряда проверяется отдельно.  

Радиус сходимости степенного ряда (12) находим по  формулам:  

        ,                                                (14) 

                          .                                                (15) 

Для нахождения  радиуса сходимости степенного ряда (9.12)  можно 

использовать непосредственно признак Даламбера, в редких случаях признак 
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Коши, для ряда составленного из абсолютных величин членов исходного 

ряда. 

 

Замечания. 

1. Интервал сходимости степенного ряда (9.13) находят из неравенства 

 и он имеет вид .  

2. Если степенной ряд содержит не все степени , т.е. задан неполный 

степенной ряд, то интервал сходимости ряда находят без определения 

радиуса сходимости, а непосредственно применяют признак Даламбера (или 

признак Коши) для ряда, составленного из модулей членов данного ряда. 

 

Свойства степенных рядов 

1. Сумма  степенного ряда (9.12) является непрерывной функцией 

в интервале сходимости . 

2. Если радиус сходимости ряда отличен от нуля, то степенной ряд 

можно почленно дифференцировать и интегрировать любое число раз внутри 

интервала сходимости. При этом интервал сходимости не изменяется. 

3. Внутри интервала сходимости ряды можно складывать, вычитать, 

умножать, делить, умножать на число. Интервал сходимости должен быть 

одинаковым. 

Решение типовых примеров 

Пример 1. Найти область сходимости степенного ряда . 

Решение. Воспользуемся формулой (14): 

 

. 

Следовательно, ряд сходится на всей числовой оси.  

Пример 2. Найти область сходимости степенного ряда: 

. 

Решение. Заданный ряд не полный. Воспользуемся признаком Даламбера. 

, 

. 

Ряд абсолютно сходится, если  или . Исследуем 

поведение ряда на концах интервала сходимости. 
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При ,  сходится по признаку Лейбница. 

При ,  тоже сходится по признаку Лейбница. 

Следовательно, областью сходимости является отрезок . 

Пример 3. Найти область сходимости степенного ряда . 

Решение. Находим радиус сходимости ряда по формуле (14): 

. 

Следовательно, ряд сходится при , то есть при   . 

При   сходится по признаку Лейбница. 

При .  Это гармонический ряд – расходится. 

Следовательно, областью сходимости является интервал . 

Задания для решения в аудитории 

1. Найти область сходимости степенных рядов 

а)  

 

 

 

 

 

 

 

 

 

б)  
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4.6  Ряды Тейлора и Маклорена 

 

Для приложений важно уметь данную функцию  разлагать в 

степенной ряд, т. е. функцию  представлять в виде суммы степенного 

ряда. 

Если функцию  - любая функция, имеющая в некоторой 

окрестности точки  производные  -го порядка включительно, 

справедлива формула Тейлора: 

             (16) 

где  - остаточный член в форме 

Лагранжа. 

Если для некоторого значения  , то в пределе 

формула Тейлора преобразуется для этого значения  в ряд Тейлора: 

             (17) 

Если в ряде Тейлора положить , то получим  ряд Маклорена:  

                    (18) 

Этот ряд называется рядом Маклорена функции . 

Достаточный признак разложимости функции в ряд Тейлора 

Если в некотором интервале, содержащем точку , при любом  

выполняется неравенство , где M -  положительная постоянная, 

то  и функция разложима в ряд Тейлора. 

Некоторые примеры разложения в ряд Маклорена следующих 

функций: 
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;            (22)  

;              (23) 
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 ;                                        (25) 
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Решение типовых примеров 

Пример 1. Разложить в ряд по степеням  функцию . 

Решение. Найдём значения функции и её производных при : 

 

Так как  , то при фиксированном х имеет место неравенство 

 для любого n. Следовательно, функция может быть представлена 

в виде суммы ряда Маклорена:  

 

Это решение можно получить иначе: достаточно в разложении: 

 

заменить х на , так как . 

Пример 2. Разложить в ряд по степеням  функцию . 
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Решение. Воспользуемся формулой (26). Так как  

, 

то заменив х на  получим:  

, или 

, 

где , то есть . 

Пример 3.  Разложить в ряд по степеням  функцию . 

Решение.  , поэтому достаточно разложить в ряд 

функцию , заменив в формуле (9.21) х на 2х: 

. 

Это разложение справедливо, как и в случае , для всех . 

В итоге получим: 

 

 

 

Пример 4. Разложить в ряд по степеням  функцию . 

Решение. Ряд для функции получается из ряда для функции заменой х 

на  -х и абсолютно сходится на всей числовой прямой. Ряд для функции  

также абсолютно сходится на всей числовой прямой. Поэтому, чтобы 

получить разложение функции  в ряд, достаточно перемножить 

абсолютно сходящиеся ряды для функций  и . 

 

Полученный ряд, по свойству сходящихся рядов, сходится на всей 

числовой прямой к функции . 
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Задания для решения в аудитории 

1. Разложить функцию ряд Тейлора, взяв три члена разложения: 

а)  по степеням . 

 

 

 

 

 

 

б)  по степеням х. 

 

 

 

 

 

 

 

 

в)  по степеням х. 

 

 

 

 

 

 

 

 

2. Разложить функцию    в ряд Тейлора в окрестности точки х=1  (при  

х0=1). 
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3.  Разложить в ряд Маклорена функцию  . 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

4. Разложить функцию   в ряд Тейлора в окрестности точки х = 0.  

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 
 

 

4.7  Некоторые приложения степенных рядов 

 

4.7.1 Вычисление значений функций 

 

Пусть требуется вычислить значение функции  при  с 

заданной точностью. Предположим, что эту функцию можно разложить в 

степенной ряд:  на интервале  

и . 

Тогда . Взяв достаточное 

число первых членов ряда, получим  

 

 

Абсолютная погрешность этого приближенного равенства, то есть 

 равно модулю остатка ряда  где 
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точностью , нужно взять сумму такого числа  первых членов ряда, 

чтобы . 

Оценить погрешность можно с помощью остаточного члена ряда 

Тейлора. Если функция  разложена в степенной ряд, то этот ряд 

является ее рядом Тейлора (или Маклорена). В этом случае  

 

где    . 

В зависимости от конкретного случая применяется тот или иной метод 

оценки остатка ряда (или оценки погрешности). 

 

Решение типовых примеров 

Пример 1. Вычислить с точностью до 0,001 число  

Решение. Запишем ряд Маклорена для : 

. 

При  получим 

. 

Запишем приближенное равенство 

. 

Оценим погрешность приближения с помощью остаточного члена ряда 

Маклорена. 

Так как , то ,    где , . 

При   . 

Учитывая, что , получим . 

При                    . 

При                         . 

Поэтому для достижения требуемой точности достаточно взять . 

Итак,  

=  

Следовательно,  с точностью до 0,001. 
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Пример 2. Вычислить  с точностью до 0,0001. 

Решение. = . 

Полученный ряд знакочередующийся, члены которого убывают по 

абсолютной величине. Поэтому его остаток  не превосходит первого 

отброшенного члена ряда. 

Так как , а , то с точностью до 0,0001 

получим 

Итак, . 

 

4.7.2  Вычисление определенных интегралов 

 

Сущность метода поясним на конкретном примере 

Пример 1. Вычислить  с точностью до 0,001. 

Решение. Так как , то положив , 

получим  этот ряд сходится при  значит, 

его можно почленно интегрировать на любом отрезке и, в частности, на 

отрезке  

 

Искомый интеграл представлен знакочередующимся рядом. Так как 

, то с точностью до 0,001 имеем 

 

Итак . 

sin18o

sin18o

3 5

3 5
sin ...

10 3!10 5!10

  
  

3

3
0.0001

3!10




5

5
0.0001

5!10




3 3

3 3

(3.14159) (3.14159)
sin18 0.314159 0.00517 0.30899.

10 3!10 10 3!10

o  
      

sin18 0.3090o 

2

1

3

0

xe dx


2 3

1 ... ...
2! 3! !

n
x x x x

e x
n

       2x x 

2
2 4 6

1 ...
1! 2! 3!

x x x x
e      ( ; )x  

1
0; :

3

 
 
 

2

1 1 1 1 1
2 4 6 3 5 73 3 1 3 3 3

3
0

0 0 0 0 0

3 5 7

(1 ...) ...
1! 2! 3! 3 5 2 7 6

1 1 1 1
...

3 3 3 5 2 3 7 6 3

x x x x x x x
e dx dx x           

 

    
    

 

5

1 1
0.001

5 2 3 2430
 

 
1

3

2

3

0

1 1
0.3333 0.0123 0.3210

3 3 3

xe dx     


2

1

3

0

0.321xe dx 



 

 

4.7.3   Применение рядов к решению дифференциальных уравнений 

 

Пусть требуется найти решение уравнения         

                        ,                                                 (27) 

удовлетворяющее начальным условиям при , , . 

Допустим, что решение  и его можно представить рядом 

. 

Нужно найти , , , …, то есть значения производных 

от частного решения при . 

Из начального условия следует, что ,  Из 

уравнения (27) получаем 
 

Дифференцируя обе части уравнения (27) по , получим: 

. 

Подставляя в это равенство , найдём: 

 

Дифференцируя  еще раз по , найдем  и т. д. 

Найденные значения производных подставим в ряд Тейлора решения 

. Для тех значений , при которых этот ряд сходится, он 

представляет решение уравнения. 

 

Решение типовых примеров 

Пример 1. Найти первые три члена разложения в степенной ряд частного 

решения уравнения , удовлетворяющего начальным условиям: 

. 

Решение. Ищем решение уравнения в виде ряда Маклорена (т. к. ) 

 . 
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частичной суммы ряда . 
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Если дифференциальное уравнение линейное, то удобнее искать 

частное решение в виде степенного ряда  или 

. 

Для нахождения коэффициентов , ,…,  решение в виде 

степенного ряда подставляют в уравнение и приравнивают коэффициенты, 

стоящие при одинаковых степенях  в левой и правой частях уравнения. 

Пример 2.   

Решение.  

   

 

Следовательно,  

 

 

Подставляем  в уравнение, получим 
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откуда: 
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Следовательно, ;       ;     ;         ;       

; ;      . 

Подставляя найденные значения коэффициентов и искомое частное 

решение, получим 
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1
2

12
6 3!

a


 

9

1

4!
a 

2 0ka  2 1

1
2

1( 1)!

2 !
k

k
a

k k





 

3 5 7 2 1

...
1! 2! 3! !

nx x x x
y x

n



      

4 6 2
21 ... ...

2! 3! !

nx x x
y x x

n

 
       

 
2xy xe



 

 

Задания для решения в аудитории 

 

1.  Вычислить:  

а)    с точностью  до   ;  

 

 

 

 

 

 

б)  с точностью ; 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

2.  Ограничиваясь первыми тремя членами разложения вычислить  

а) ;                 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

б) .  

 

 

 

 

 

 

 

 

4 90
410

4 630
410 

1

0

sin x
dx

x

20,4

4

0

x

e dx






 

 

3.  Вычислить:  

 с точностью ;  

 

 

 

 

 

 

 

4. С помощью разложения в ряд по степеням х проинтегрировать 

уравнения:      
 

 

 

 

 

 

 

 

5. Методом последовательного дифференцирования найти первые три 

члена (отличных от нуля) разложения в ряд решения уравнения 

 
 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

6. Найти решение уравнения,  

используя метод неопределённых коэффициентов. 

 

 

 

 

 

 

 

 

0,1

0

ln(1 )x
dx

x




310 

2 , (0) 0.y x y y   

, (0) 1, (0) 0.xy xy y e y y      

cos , (0) 0, (0) 1y y x y x x y y      



 

 

 РАСЧЕТНО-ГРАФИЧЕСКАЯ РАБОТА №1 

«Неопределенный интеграл» 

Вариант 1 

1. Вычислить интегралы 

а)   2 29

5

8 1
( 11 )3 dxx x

x xx
   ;    б) 

2(3 2)cos

dx

x  ; в)  
2 7

dx

x  
 ; 

г)  
2( 5 6) cos2x xdxx    ;   д) 

4 2

3

5 8 82

4

xx x
dx

xx

  

  

 

Вариант 2 

1. Вычислить интегралы 

а)  
4

4 23

3 2
(2 5 )x x dx

x x x
   ;   б)  (2 1)tg x dx ;    в)  

3 2

dx

x  
 ; 

г)   
2 3( 4) xdxx e  ;    д)  

3 2

3

13 86

( 2)

xx x
dx

x x

  


  

 

Вариант 3 

1. Вычислить интегралы 

а)  
4 23

4

3 2
(5 5 )dxx x

x xx
   ;   б)  sin(5 3 )x dx ;   в)  

5 2

dx

x 
 ; 

г) 
3(3 4) xx dxe  ; д)  

4 35

3 2

13 66

6

xx xx dx
xx x

  

   

Вариант 4 

1. Вычислить интегралы 

а)   
2 56

6 23

5 6
(3 11 )dxx x

x x x
   ;  б)  

5 3x dxe


 ;  в)  
2 3 5

dx

x  
 ; 

г)   (4 16 ) sin 4x xdx  ;      д)  

4 3 2

3 2

2 2 3 2 9

2 3

xx x x
dx

xx x

   

   

Вариант 5 

1. Вычислить интегралы 

а)  
4 27

2 3

3 2
(5 9 )dxx x

x xx
   ;  б) cos(7 1)x dx ;  в)  

2

4 1 3

dx

x  
 ; 

г)  
2( 4 3) cosx xdxx    ;     д)  

5 4 3 2

3 2

2 2 5 7 9

2 3

xx x x x
dx

xx x

    

   

Вариант 6 

1. Вычислить интегралы 

а)  
3 37

5 4

4 9
(4 10 )dxx x

x xx
   ;  б) 2(5 3)sin

dx

x  ;  в) 
3

6 5 1

dx

x  
 ; 

г)    2 34 4 xx dxx e   ;     д)  

4 2

3

4 2 3xx x
dx

xx

  

  



 

 

Вариант 7 

1. Вычислить интегралы 

а)  
6

4 2

3 6
(7 3 )x dxx

xx x
   ;  б)   (7 2)ctg x dx ;  в)  

7 3

dx

x  
 ; 

г)  
3(2 9 ) xx dxe
 ;        д)  

3 2

3 2

3 12 2

2

xx x
dx

xx x

  

   

 

Вариант 8 

1. Вычислить интегралы 

а)  
5 35

2 4

1 1
(6 8 )dxx x

x xx
   ;  б)  

2 1
5

x dx

 ;  в)  
10 5

dx

x  
 ; 

г)  

22 24 10

( 3)( 4)( 2)

xx
dx

x x x

 

   ;    д)  
2(1 6 ) xx dxe  

 

Вариант 9 

1. Вычислить интегралы 

а)  
6

6 3

5 5
(8 7 )x x dx

xx x
   ;   б)   

5
2 7x dx ;    в)  

2 5

dx

x 
  

г)  (3 2) cos5x xdx  ;      д) 

3 2

3 2

7 122

32

xx x
dx

xx x

  

   

Вариант 10 

1. Вычислить интегралы 

а)  
27

3 35

2 6
(4 9 )x dxx

x x x
   ;  б)  

4 3 1x dx ;  в)  
2 2 3

dx

x  
 ; 

г)   
2 (4 3)x x dxe
   ;   д)  

3 2

3 2

24

23

x x
dx

xx x

 

   

Вариант 11 

1. Вычислить интегралы 

а)  
7 4

8 3

7 1
( 5 )8 x dxx

x xx
   ;  б)  

3 10

dx

x  ;  в)   
2

4 3 1

dx

x  
 ; 

г)   
2 3( 3 2) xx dxx e   ;    д)  

3 2

3 2

122 3

86

x x
dx

xx x

 

   

Вариант 12 

1. Вычислить интегралы 

а)   
8 310

4 4

15 7
139 dxx x

x xx

 
   

 
 ;  б)   

23 (4 2)

dx

x 
  ;  в) 

3

6 8 5

dx

x  
  ; 

г)   
2 4(1 8 ) xdxx e  ;     д)  

5 3

3 2

3 1

2

x x
dx

xx x

 

   

 



 

 

Вариант13 

1. Вычислить интегралы 

а) 
10 45

7 4

6 1
(11 9 )dxx x

x xx
   ;  б)  

 
3

2 5

dx

x 
 ;  в) 

7 2

dx

x  
 ; 

г)    2 35 6 xx dxx e   ;   д)  
5 3

3 2

73 12

23

x x
dx

xx x

 

  . 

Вариант 14 

1. Вычислить интегралы 

а)   
5 58

3

6 5
136

2
dxx x

x xx

 
   

 
 ;  б)   3 2 7x dx ;  в)  

9 11

dx

x  
 ; 

г)     2 253
xdxx e  ;   д)  

5 3

3 2

25 1

54

x x
dx

xx x

  

   

 

Вариант 15 

1. Вычислить интегралы 

а)  
2 25

43

2 9
76

3
dxx x

x x x

 
   

 
 ;  б)  

2 1
6

x dx

 ;  в)  
7 3

dx

x 
 ; 

г)   2 24 72
xx dxx e   ;  д)  

5 3

3 2

1

2

x x
dx

xx x

 

   

 

Вариант 16 

1. Вычислить интегралы 

а)  
3 23

5 4

12 3
58

4
dxx x

x xx

 
   

 
 ;   б) 

3 10x dxe


 ;  в)  
2 4 9

dx

x  
  

г)   2 3 2
x

x e dxx   ;   д)  

5 3

3 2

32 8

23

x x
dx

xx x

 

   

Вариант 17 

1. Вычислить интегралы 

а)  
4 38

6 5

15 4
1110

5
dxx x

x xx

 
   

 
 ;  б)   

2
3 2 3x dx ;  в)  

2

4 5 7

dx

x  
 ; 

г)    2 3152
xdxx e  ;  д) 

5 3

3 2

49

127

x x
dx

xx x

  

   

Вариант 18 

1. Вычислить интегралы 

а)  
7

4 23

6 8
8 8

3
x x dx

x x x

 
    

 
 ;  б)    ln

dx
tg

x ;  в)  
3

6 1 7

dx

x  
 ; 

г)    7 10 sin 4x xdx  ;  д)  

3

3 2

253

23

xx
dx

xx x

 

   



 

 

Вариант 19  

1. Вычислить интегралы 

а)    
2

4 2

6 3
512

2
x x dxx

xx x

 
   

 
 ;  б)   

 
2

4 3

dx

x 
 ;  в)  

3 4

dx

x  
 ; 

г)     2 15 cos32 xdxx   ;   д)  

3 2

3 2

13 2

23

x x
dx

xx x

 

     

 

Вариант 20  

1. Вычислить интегралы 

а)  
84

6 5

5 9
910

2
x dxx

xx x

 
   

 
 ;  б)  

 2 4 3sin

dx

x   ;  в)  
4 13

dx

x  
 ; 

г)    21 cos48 xdxx  ;  д) 

3 2

3 2

125 3

127

x x
dx

xx x

 

   

 

Вариант 21 

1. Вычислить интегралы 

а)  
72

523

8 8
159

3
x x dxx

xx x

 
    

 
 ;  б) 4 5 7

dx

x 
 ;  в) 

4 3

dx

x 
 ; 

г)    2 32 1 xx dxx e   ;  д)   

4 2

3

8 82 5

9

xx x
dx

xx

  

   

Вариант 22 

1. Вычислить интегралы 

а)  
72

2

4 5
15

2
x x dxx

x xx

 
   

 
 ;  б)   

4 5x dxe


 ;  в)  
2 6 3

dx

x  
 ; 

г)    3 4 sin6x xdx  ;    д)  

5 4 3

3

6 13 6

9

xx x x
dx

xx

   

   

Вариант 23 

1. Вычислить интегралы 

а) 
3 3

2 5

5 11
4 16

5
x dxx

x xx

 
   

 
 ;  б)  

3
ln x

dx
x ;  в) 

2

4 7 5

dx

x  
 ; 

г)   2 5 cos23 xdxx   ;  д)   
5 4 3 2

3 2

5 7 92 2

34

xx x x x
dx

xx x

    

   

Вариант 24 

1. Вычислить интегралы 

а)  
2 47

2 4

3 9
119

2
dxx x

x xx

 
   

 
 ;  б)  sin 3 2x dx ;  в) 

3

6 7 5

dx

x  
 ; 

г)      42 5 xx dxe  ;   д)  

4 2

3

34 2

4

xx x
dx

xx

  

  



 

 

Вариант 25 

1. Вычислить интегралы 

а)  3 511

44

18 3
168 dxx x

x x x

 
   

 
 ;  б)   2 5ctg x dx ;  в)  

5 5

dx

x  
 ; 

г)   4 2 sin 2x xdx  ;   д)  
4 3 2

3 2

41 202 2

209

x x x
dx

xx x

  

   

Вариант 26 

1. Вычислить интегралы 

а)  
6 38

2 23

6 1
2214

3
dxx x

x x x

 
    

 
 ;  б)  

3 8
5

x dx

 ;  в)  
2 1 1

dx

x  
 ; 

г)    2 23 xx dxx e  ;  д)  

3 2

3 2

12 25

2

xx x
dx

xx x

  

   

Вариант 27 

1. Вычислить интегралы 

а)  
2 53

3 23

2 10
8 12

3
x dxx x

x x

 
    

 
 ;  б)  

5 5 7x dx ;  в)  
8 2 3

dx

x 
 ; 

г)   3 6 5x x dxe
  ;  д)  

3 2

3 2

2 6 123

2 3

xx x
dx

xx x

  

   

Вариант 28 

1. Вычислить интегралы 

а)
3 58

8 2 4

14 13
16 13

4
dxx x

xx x

 
   

 
 ; б)   2 5tg x dx ;  в)  

2 6 7

dx

x  
 ; 

г)      42 5 xx dxe  ;  д)  

4 3 2

3 2

24

23

x x x
dx

xx x

  

   

Вариант 29 

1. Вычислить интегралы 

а)   
55

6 34

7 11
119

4
x x dxx

x x x

 
      

 ;  б)   2 7tg x dx ;  в)  
2

4 6 3

dx

x  
 ; 

г)    21 5
xdxx e  ;  д)  

4 3 2

3 2

3 122

86

x x x
dx

xx x

  

   

Вариант 30  

1. Вычислить интегралы 

а)  
5

4 57

3 12
2 13

7
x x x dx

x x

 
     

 
 ;  б) 

7 5
11

x dx

  ;  в)  
3

6 2 1 7

dx

x  
 ; 

г)    2 5 6 sin3x xdxx    ;   д)  

5 3

3

13

4

x x
dx

xx

 

  

  



 

 

РАСЧЕТНО-ГРАФИЧЕСКАЯ РАБОТА № 2 

«Определенный интеграл» 

Вариант 1 

1. Вычислить интегралы 

а)                       б)  

2. Вычислить площадь фигуры, ограниченную линиями  
2 1y x   и 

3x y  . 

3. Найти объем тела, полученного в результате вращения вокруг оси ОХ 

фигуры, ограниченной линиями     2
xy     и  0x  , 1x  ,  0y  . 

 

Вариант 2 

1. Вычислить интегралы 

а)                       б)  

2. Вычислить площадь фигуры, ограниченную линиями 
26y x x   и  0y  . 

3. Найти объем тела, полученного в результате вращения вокруг оси ОУ 

фигуры, ограниченной линиями  y x ;  0x  ; 4y  . 

 

Вариант3 

1. Вычислить интегралы 

а)                       б)  

2. Вычислить площадь фигуры, ограниченную линиями lny x , 0y  , 

      x e . 

3. Вычислить объем тела, образованного вращением вокруг оси ОХ 

фигуры, ограниченной линиями siny x ,   0x  ,  x  . 

 

Вариант 4 

1. Вычислить интегралы 

а)                       б)  

2. Вычислить площадь фигуры, ограниченную линиями 
xy e ,  0x  ,   

2x  ,  0y  . 

3. Вычислить объем тела, образованного вращением вокруг оси ОУ 

фигуры, ограниченной линиями  y x ,  2y  ,  0x  . 

 

2

2

1

1
x dx

x

 
 

 


1

0

xxe dx
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Вариант 5 

1. Вычислить интегралы 

а)                       б)  

2. Вычислить площадь фигуры, ограниченную линиями  
24y x   и  

1 2y x  . 

3. Вычислить объем тела, образованного вращением вокруг оси ОХ 

фигуры, ограниченной линиями cosy x ; 
2

x


  ;  
2

x


 . 

 

Вариант 6 

1. Вычислить интегралы 

а)                       б)  

2. Вычислить площадь фигуры, ограниченную линиями  
3y x и 2y x . 

3. Вычислить объем тела, образованного вращением вокруг оси ОХ фигуры, 

ограниченной линиями  
2y x ,  2x  ,  0y  . 

 

Вариант 7 

1. Вычислить интегралы 

а)                       б)  

2. Вычислить площадь фигуры, ограниченную линиями  
1

y
x

 , 1x  , 

x e ,  0y  . 

3.  Вычислить объем тела, образованного вращением вокруг оси ОХ фигуры, 

ограниченной линиями  
2 2 4y x   и осью ОУ.    

 

Вариант 8 

1. Вычислить интегралы 

е)                       ж)  

2. Вычислить площадь фигуры, ограниченную линиями y x ,  

2x y  ,  0y  . 

3. Вычислить объем тела, образованного вращением вокруг оси ОУ 

фигуры, ограниченной линиями  
4

y
x

 , 1y  ,  2y  . 
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cosln
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Вариант 9 

1. Вычислить интегралы 

а)                       б)  
0

1

2 1 sin2 .x xdx  

2. Вычислить площадь фигуры, ограниченную линиями  
2

xy  и  

2x y  . 

3.  Вычислить объем тела, образованного вращением вокруг оси ОХ фигуры, 

ограниченной линиями 
2xy e ,  0x  ,  2x  , 0y  . 

 

Вариант 10 

1. Вычислить интегралы 

а)                       б)  
0

1

2 5 cos2 .x xdx  

2. Вычислить площадь фигуры, ограниченную линиями  
24y x x   

      и осью ОХ.  

3. Вычислить объем тела, образованного вращением вокруг оси ОХ фигуры, 

ограниченной линиями  
2 3; 0; 2; 0y x x yx     . 

 

Вариант 11 

1. Вычислить интегралы 

а)                       б)  
0

2

1

2 3 1 sin4 .x x xdx   

2. Вычислить площадь фигуры, ограниченную линиями  
2 2y x   и 

4y x  . 

3. Найти  объем тела, образованного вращением вокруг оси ОХ фигуры, 

ограниченной линиями  
3

; 3; 12; 0y y x y
x

    . 

 

Вариант 12 

1. Вычислить интегралы 

а)                       б)  
0

2

1

4 5 cos .x x xdx   

2. Вычислить площадь фигуры, ограниченную линиями  
2

1 ; 3x xy       и 

осью ОХ. 

3.Вычислить объем тела, образованного вращением вокруг оси ОХ фигуры, 

ограниченной линиями   ; 2; 0; 0xy x x ye
     . 
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Вариант13 

1. Вычислить интегралы 

а)                       б)  

2. Вычислить площадь фигуры, ограниченную линиями  
2 4; 2; 2; 0y x x yx      . 

     3. Вычислить объем тела, образованного вращением вокруг оси ОХ 

фигуры, ограниченной линиями  
2

1; 0
4

x
y y   . 

 

Вариант 14 

1. Вычислить интегралы 

а)                       б)  

2. Вычислить площадь фигуры, ограниченную линиями 

; 5; 0; 1xy y x x xe     . 

3. Вычислить объем тела, образованного вращением вокруг оси ОУ 

фигуры, ограниченной линиями  
2 1; 4y yx   . 

 

Вариант 15 

1. Вычислить интегралы 

а)                       б)  

2. Вычислить площадь фигуры, ограниченную линиями 
2 1; 3y y xx    . 

3. Найти объем тела, полученного в результате вращения вокруг оси ОХ 

фигуры, ограниченной линиями  ; 0; 1; 02
xy x x y    . 

 

Вариант 16 

1. Вычислить интегралы 

а)                        б)  

2. Вычислить площадь фигуры, ограниченную линиями
26 ; 0y x yx    

3. Найти объем тела, полученного в результате вращения вокруг оси ОУ 

фигуры, ограниченной линиями ; 0; 4y x x y   . 
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Вариант 17 

1. Вычислить интегралы 

а)                        б)  

2. Вычислить площадь фигуры, ограниченную линиями 

ln ; 0;y x y x e   . 

3. Вычислить объем тела, образованного вращением вокруг оси ОХ 

фигуры, ограниченной линиями  sin ; 0;y x x x    . 

 

Вариант 18 

1. Вычислить интегралы 

а)                         б)  

2. Вычислить площадь фигуры, ограниченную линиями  

; 2; 0xy y xe   . 

3. Вычислить объем тела, образованного вращением вокруг оси ОУ 

фигуры, ограниченной линиями  ; 2; 0y x y x   . 

 

Вариант 19  

1. Вычислить интегралы 

а)                       б)  

2. Вычислить площадь фигуры, ограниченную линиями    
24 ; 1 2y y xx    . 

3. Вычислить объем тела, образованного вращением вокруг оси ОХ фигуры, 

ограниченной линиями  cos ; ;
2 2

y x x x
 

    . 

 

Вариант 20  

1. Вычислить интегралы 

а)                       б)  

2.Вычислить площадь фигуры, ограниченную линиями
3; 2y x xx  . 

3. Вычислить объем тела, образованного вращением вокруг оси ОХ фигуры, 

ограниченной линиями 
2; 2; 0y x yx   . 
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Вариант 21 

1. Вычислить интегралы 

а)                       б)  
0

1

2 1 sin2 .x xdx  

2. Вычислить площадь фигуры, ограниченную линиями 

; 2; 0y x x y y    . 

3. Вычислить объем тела, образованного вращением вокруг оси ОХ фигуры, 

ограниченной линиями 
2 2 4y x   и осью ОУ.    

 

Вариант 22 

1. Вычислить интегралы 

а)    ; б)    

2. Вычислить площадь фигуры, ограниченную линиями 

1
; 1; ; 0y x x e y

x
    . 

3. Вычислить объем тела, образованного вращением вокруг оси ОУ 

фигуры, ограниченной линиями  
4

; 1; 2y y y
x

   . 

 

Вариант 23 

1. Вычислить интегралы 

а)  

               

б)   
0

1

2 5 cos2 .x xdx  

2. Вычислить площадь фигуры, ограниченную линиями 
2

; 2x x yy     

3. Вычислить объем тела, образованного вращением вокруг оси ОХ 

фигуры, ограниченной линиями 
2 ; 0; 2; 0xy x x ye    . 

 

Вариант 24 

1. Вычислить интегралы 

а)                       б)  

2. Вычислить площадь фигуры, ограниченную линиями  
24y x x   

      и осью ОХ.  

3. Вычислить объем тела, образованного вращением вокруг оси ОХ 

фигуры, ограниченной линиями 
4

; 3; 12; 0y x x y
x

    . 
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0
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Вариант 25 

1. Вычислить интегралы 

а)                       б)  
0

1

2 5 cos2 .x xdx  

2. Вычислить площадь фигуры, ограниченную линиями 
2 2; 4y y xx    . 

3.  Найти  объем тела, образованного вращением вокруг оси ОХ фигуры, 

ограниченной линиями  
2 3; 0; 2y x xx    . 

 

Вариант 26 

1. Вычислить интегралы 

а)                       б)  
0

2

1

2 3 1 sin4 .x x xdx   

2. Вычислить площадь фигуры, ограниченную линиями  
2

1 ; 3x xy      

3. Вычислить объем тела, образованного вращением вокруг оси ОХ 

фигуры, ограниченной линиями  ; 0; 2; 0xy x x ye
     . 

 

Вариант 27 

1. Вычислить интегралы 

а)                       б)  
0

2

1

4 5 cos .x x xdx 
 

2. Вычислить площадь фигуры, ограниченную линиями  
2 4; 2; 2; 0y x x yx      . 

3. Найти  объем тела, образованного вращением вокруг оси ОХ фигуры, 

ограниченной линиями  
2

1; 0
4

x
y y    

 

Вариант 28 

1. Вычислить интегралы 

а)                       б)  

2. Вычислить площадь фигуры, ограниченную линиями 

; 5; 0; 1xy x y x xe     . 

3. Вычислить объем тела, образованного вращением вокруг оси ОУ фигуры, 

ограниченной линиями  
2 1; 4y yx   . 
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Вариант 29 

1. Вычислить интегралы 

а)                       б)  

2. Вычислить площадь фигуры, ограниченную линиями  
2 1; 3y x yx   

. 

3. Найти объем тела, полученного в результате вращения вокруг оси ОХ 

фигуры, ограниченной линиями  ; 0; 1; 02
xy x x y    . 

 

Вариант 30  

1. Вычислить интегралы 

а)                       б)  

2. Вычислить площадь фигуры, ограниченную линиями  
26 ; 0y x yx    

3. Найти объем тела, полученного в результате вращения вокруг оси ОУ 

фигуры, ограниченной линиями  ; 0; 4y x x y   . 
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РАСЧЕТНО-ГРАФИЧЕСКАЯ РАБОТА № 3 

«Дифференциальные уравнения» 

 

№ 1 

1. 0)()( 22  dyyxydxxxy  

2. xytgxy cos'   

3. x
x

y 
2sin

1
"  

4. 0)'()'(" 32  yyyy  

5. 
xeyy 234"   

№ 2 

1. 
21' xxyy   

2. x
x

y

dx

dy
  

3.  5
1

1
"

2





x
y  

4. 0'2")1( 2  xyyx  

5. 
xeyyy 3'2"   

 

№ 3 

1. 0'  ytgxy  

2. 32
x

x

y

dx

dy
  

3. 
21

1
"

x
y


  

4. 1'"2 xyyx  

5. 1'" 3  xyy  

№ 4 

1. 0
1

1
'

2

2







x

y
y  

2. 0'  xeyxy  

1. 2

2cos

1
" x

x
y   

2. 01)'(" 2  yy  

5. 
xx eeyyy  '2"4  

№ 5 

1. 
y

x
yy

21
'


  

2. 
x

ytgxy
cos

1
'   

3. 03cos"  xexy  

4. 
'

"
y

x
y   

5. 
xeyyy 412'7"   

 

№ 6 

1. 
2' yyxy   

2. 1
12

'
2





x

x
yy  

3. 23" xexy x   

4. '2" yyy   

5. 
xeyyy 5'"   

№ 7 

1. 0)1()1( 22  dyxydxyx  

2. xxyyxy ln' 2  

3. xxy  ln"  

4. 
2)'(' yyy   

5. 
xeyyy  315'8"  

№ 8 

1. 
xx

y
y

1
'   

2. xxyyx  ')1( 2
 

3. xexy x 3cos"   

4. 
x

y
yxy

'
ln'"  

5. 1'" 3  xyy  
 

№ 9 

1. yyxy lnsin'    

2. 
x

e
yy

x






1
 

3. 
21

1
"

x
y


  

4. 1'"2 xyyx  

5. 
2310'7" xyyy   

№ 10 

1.  1)'1(  yey  

2. xxyy coscos'   

3. xxy sin"   

4. '" yxy   

5. 
2'" xyy   

 
 

№ 11 

1. xyxyy 22' 3   

2. 1' 322 xyyyx  

3. 
25

1

)2(

24
"

xx
y 


  

4. xtgxyy 2sin'"   

5. xyy  '3"  
 

№ 12 

1. 0)13( 2  dxydyx  

2. 
23' yyxy   

3. xxy sin"  

4. 
2)'(" yy   

5. 32'2"  xyy  



 

 

№ 13 

1. 
2

2

1

1
'

x

y
y




  

2. 
323 ' yyxyx   

3. 
x

y
1

"  

4. 1'" 23  yxyx  

5. 
xeyy 39"   

№ 14 

1. '22' xyyyxy   

2. 
x

x

x

y
y

1
'


  

3. 
x

x
y

3sin

cos2
"  

4. 'ln" yxxy   

5. 
28'2" xyyy   

№15 

1. 0423 32  dyxydxx   

2. 2'
x

xe
x

y
y   

3. xxy cos"  

4. '"2 yxy   

5. 92'2"  xyy  

№ 16 

1. dxyxdyxx 223 6321   

2. 
xeyy 22'   

3. 05sin"  xexy  

4. )ln'(ln'" xyyxy   

5. 
xx eeyyy  '2"4  

№ 17 

1. 0 ydydxe yx
 

2. yxy  2'  

3. xxy ln"  

4. 
32 )'()'(" yyy   

5. 
xeyyy 4910'"   

№ 18 

1. 1'  xey x
 

2. 
32' xxyy   

3. 2

2

1
" x

x
y   

4. 01)'(")1( 22  yyx  

5. xexyyy 35'6"   

№ 19 

1. 
dx

dy
xyyxy  2  

2. 
422 )1(

1

1

6
'







xx

xy
y  

3. 02" 3  xy x
 

4. 0)')(ln1(")ln1( 2  yyyyy  

5. 
xeyyy 21410'3"   

№ 20 

1. 0
1

 dy
x

dxe yx  

2. 3)5(
5

2
' 


 x

x

y
y  

3. 
x

xx
y

65
"

2 
  

4. 1"3 yy  

5. 
xeyyy  4'5"  

№ 21 

1. 011 22  dyxydxyx   

2. 3
)41(

'
2





x

yx
y  

3. 
x

x
y

3cos

sin2
"   

4. 
2)'(1"2 yyy   

5. xyy 54"   

 

№ 22 

1. 0)()( 22  dyyxydxxyx  

2. 
22' xyxy   

3. xxey x 5sin" 25  
 

4. 0'")3(  yyx  

5. 
26'5" xyyy   

№ 23 

1. 5'  ytgxy  

2. yxy '  

3. 1312"  xxy  

4. 2)'(1" yy   

5. 
xexyyy 24'4"   

№ 24 

1. xyyxy sincos'cossin    

2. yxxy  3'  

3. xxy 6cos3sin"   

4. 
2)'(2" yy   

5. 92'2"  xyy  

№ 25 

1. yyxy lnsin'   
 2. 

2222' xexxyy   

3. xy 3cos" 2  

4. 
y

y
y

2)'(
"  

5. 
xx eeyyy  '2"4  

 
 

№ 26 

1. 0)1('  xyyxyx  

2. 2' x
x

y
y   

3. xxy cossin" 3   

4. '2" yxxy   

5. 
xeyyy 5'"   

№ 27 

1. 0)()( 2222  dyyxxdxyxy  

2. xxyyxy ln' 2  

3. xxy  ln"  

4. 
2)'(" yyy   

5. 
2310'7" xyyy   



 

 

№ 28 

1.  
xx

y
y

1
'   

2.  xxyyx  ')1( 2
 

3.  xexy x 3cos"   

4.  
x

y
yxy

'
ln'"  

5. 
xexyyy 35'6"   

№ 29 

1. 
)1(

1
'

2

2

xxy

y
y




  

2. 2' xy
x

y
y   

3. xxy  2sec"  

 4. xyy  '"  

5. 92'2"  xyy  

№ 30 

1. 1)'1(  yey  

2. xxxyy sincoscos'   

3. xxy sin"   

4. '" yxy   

5. 
28'2" xyyy   

 



 

 

РАСЧЕТНО-ГРАФИЧЕСКАЯ РАБОТА №4 

«Ряды» 

Вариант № 1 

1. Найти сумму ряда и написать 3 первых члена ряда: 
2

1

6

9 12 5n n n



  
 . 

2. Исследовать числовой ряд на сходимость: 
2 3

1 2 3
...

2 2 2
   . 

3. Найти интервал сходимости функционального ряда, исследовать на 

сходимость на концах интервала, записать пример расходящегося ряда: 

а) 

 1

1

1
n

n n x



 
 ,                           б)  

 2

1

2 1 !

n

n
n

n x

n








 . 

4. а) Разложить функцию в ряд Маклорена:  
4

1

1
f x

x



. 

    б) Разложить в ряд Тейлора:   2cosf x x  по степеням 
4

x
 

 
 

. 

5. Вычислить заданный интеграл с заданной точностью 0,001   
1

0

cos xdx . 

6. Решить дифференциальное уравнение с помощью рядов: 
2' ,y x y   

 0 1y  . 

Вариант № 2 

1. Найти сумму ряда и написать 3 первых члена ряда: 
2

1

24

9 12 5n n n



  
 . 

2. Исследовать числовой ряд на сходимость: 
1 4 9

...
3 9 27
   . 

3. Найти интервал сходимости функционального ряда, исследовать на 

сходимость на концах интервала, записать пример расходящегося ряда: 

а) 
 

2

1

2 !

2 !

n
n

n

n
x

n






 ,                           б) 

 

 2

2

2 3 1

n

n
n

x

n








 . 

4. а) Разложить функцию в ряд Маклорена:  
 ln 1 x

f x
x


 . 

    б) Разложить в ряд Тейлора:  
2

1
f x

x
  по степеням  1x  . 

5. Вычислить заданный интеграл с заданной точностью 0,001   
2

1

0

xe dx

 . 

6. Решить дифференциальное уравнение с помощью рядов: 
2 2' ,xy x y e    

 0 0y  . 

 

 



 

 

Вариант № 3 

1. Найти сумму ряда и написать 3 первых члена ряда: 
2

1

6

9 6 8n n n



  
 . 

2. Исследовать числовой ряд на сходимость: 
1 1 1

...
3! 5! 7!
   . 

3. Найти интервал сходимости функционального ряда, исследовать на 

сходимость на концах интервала, записать пример расходящегося ряда: 

а) 
 

3

2
1

8
n

n

x

n






 ,                           б) 

 

2

1 2 !

n

n

n x

n



 
 . 

4. а) Разложить функцию в ряд Маклорена:   cos xf x e . 

    б) Разложить в ряд Тейлора:  
2

1

3 2
f x

x x


 
 по степеням  4x  . 

5. Вычислить заданный интеграл с заданной точностью 0,001   

 

1

4

0

ln 1 x dx . 

6. Решить дифференциальное уравнение с помощью рядов: 
2' ,y x y   

 0 1y  . 

 

Вариант № 4 

1. Найти сумму ряда и написать 3 первых члена ряда: 
2

1

9

9 21 8n n n



  
 . 

2. Исследовать числовой ряд на сходимость: 
2 3

2! 3! 4!
...

10 10 10
   . 

3. Найти интервал сходимости функционального ряда, исследовать на 

сходимость на концах интервала, записать пример расходящегося ряда: 

а) 
 

1
1 3

n

n
n

x

n







 ,                           б) 

  

 
21

2

3 2 3

2 1

n

n
n

n x

n






 


 . 

4. а) Разложить функцию в ряд Маклорена:   2xf x xe . 

    б) Разложить в ряд Тейлора:   cosf x x  по степеням 
4

x
 

 
 

. 

5. Вычислить заданный интеграл с заданной точностью 0,001   

21

4

0

x

e dx


 . 

6. Решить дифференциальное уравнение с помощью рядов: ' ,xy xy e   

 0 0y  . 

 

 

 



 

 

Вариант № 5 

1. Найти сумму ряда и написать 3 первых члена ряда: 
2

1

2

4 8 3n n n



  
 . 

2. Исследовать числовой ряд на сходимость: 
1 1 1

...
2 4 6
   . 

3. Найти интервал сходимости функционального ряда, исследовать на 

сходимость на концах интервала, записать пример расходящегося ряда: 

а) 
 1

1

2
n

n n x



 
 ,                           б) 

 

2

1

7

2 1 !

n n

n

x

n



 
 . 

4. а) Разложить функцию в ряд Маклорена:  
1

x
f x

x



. 

    б) Разложить в ряд Тейлора:   3 lnf x x x  по степеням  1x  . 

5. Вычислить заданный интеграл с заданной точностью 0,001   

1

5

0

sin x
dx

x . 

6. Решить дифференциальное уравнение с помощью рядов: 
2' 2 0,1 ,y x y   

 0 1y  . 

 

Вариант № 6 

1. Найти сумму ряда и написать 3 первых члена ряда: 
2

1

14

49 28 45n n n



  
 . 

2. Исследовать числовой ряд на сходимость: 
2 3

2 4 6
...

3 3 3
   . 

3. Найти интервал сходимости функционального ряда, исследовать на 

сходимость на концах интервала, записать пример расходящегося ряда: 

а) 
 

 

2

1

!

2 !

n

n

n
x

n





 ,                          б) 
 

 2

5

4 2 1

n

n
n

x

n








 . 

4. а) Разложить функцию в ряд Маклорена:  
2

21

x
f x

x



. 

    б) Разложить в ряд Тейлора:   cos
4

x
f x   по степеням  x   . 

5. Вычислить заданный интеграл с заданной точностью 0,001   

1

0

xe dx . 

6. Решить дифференциальное уравнение с помощью рядов: 
2" ,y x y  

 0 1,y    ' 0 1y  . 

 

 

 



 

 

Вариант № 7 

1. Найти сумму ряда и написать 3 первых члена ряда: 
2

1

3

9 3 2n n n



  
 . 

2. Исследовать числовой ряд на сходимость: 
2 2 2

1 1 1
...

2ln 2 3ln 3 4ln 4
   . 

3. Найти интервал сходимости функционального ряда, исследовать на 

сходимость на концах интервала, записать пример расходящегося ряда: 

а) 
21 2! 3! ...x x   ,                          б) 

 

3

1 3 2
nn

n

n

x



 
 . 

4. а) Разложить функцию в ряд Маклорена:   ln cosf x x . 

    б) Разложить в ряд Тейлора:  
2

xe
f x

x



 по степеням  2x  . 

5. Вычислить заданный интеграл с заданной точностью 0,001   

 

1

2
2

0

ln 1 x dx . 

6. Решить дифференциальное уравнение с помощью рядов: 
2 2' ,y x y   

 0 0,1.y   

 

Вариант № 8 

1. Найти сумму ряда и написать 3 первых члена ряда: 
2

1

7

49 7 12n n n



  
 . 

2. Исследовать числовой ряд на сходимость: 
1 1 1

...
2ln 2 3ln3 4ln 4

   . 

3. Найти интервал сходимости функционального ряда, исследовать на 

сходимость на концах интервала, записать пример расходящегося ряда: 

а) 2

0

2n n

n

x




 ,                           б) 
 

2

1

9

n

n
n

x

n








 . 

4. а) Разложить функцию в ряд Маклорена:   21

x
f x

x



. 

    б) Разложить в ряд Тейлора:    cos 1f x x   по степеням  1x  . 

5. Вычислить заданный интеграл с заданной точностью 0,001   
1

23

0

cosx xdx . 

6. Решить дифференциальное уравнение с помощью рядов: " ,y xy   

 0 1,y    ' 0 0y  . 

 

 

 



 

 

Вариант № 9 

1. Найти сумму ряда и написать 3 первых члена ряда: 
2

1

14

49 14 48n n n



  
 . 

2. Исследовать числовой ряд на сходимость: 
1 1 1

...
1 2 2 3 3 4

  
  

. 

3. Найти интервал сходимости функционального ряда, исследовать на 

сходимость на концах интервала, записать пример расходящегося ряда: 

а) 
1

n

n

x

n





 ,                           б) 
 

 1

3

5 1

n

n
n

x

n








 . 

4. а) Разложить функцию в ряд Маклорена:  
21 x

f x
x


 . 

    б) Разложить в ряд Тейлора:  
1

1
f x

x



 по степеням  2x  . 

5. Вычислить заданный интеграл с заданной точностью 0,001   

 

1

2
3

0

ln 1 x dx . 

6. Решить дифференциальное уравнение с помощью рядов: 
2' ,y x xy   

 0 0,1.y   

 

Вариант № 10 

1. Найти сумму ряда и написать 3 первых члена ряда: 
2

1

6

36 24 5n n n



  
 . 

2. Исследовать числовой ряд на сходимость: 
4 9

1 ...
1 2 1 2 3

  
  

. 

3. Найти интервал сходимости функционального ряда, исследовать на 

сходимость на концах интервала, записать пример расходящегося ряда: 

а) 
2

1 1

n

n
n

x

x



 
 ,                           б) 

 

1

5 3

3 8

n n

n

x

n








 . 

4. а) Разложить функцию в ряд Маклорена:   2cosf x x  

    б) Разложить в ряд Тейлора:   3f x x  по степеням  2x  . 

5. Вычислить заданный интеграл с заданной точностью 0,001   

1

3

0

cos xdx . 

6. Решить дифференциальное уравнение с помощью рядов: 
2 2' ,y x x y    

 0 1y  . 

 

 

 



 

 

Вариант № 11 

1. Найти сумму ряда и написать 3 первых члена ряда: 
2

1

14

49 84 13n n n



  
 . 

2. Исследовать числовой ряд на сходимость: 
1 1 1

...
3 5 7
   . 

3. Найти интервал сходимости функционального ряда, исследовать на 

сходимость на концах интервала, записать пример расходящегося ряда: 

а)  
1

1 n

n

n n x




 ,                          б) 
 

2

1

4 1
nn

n

x

n






 . 

4. а) Разложить функцию в ряд Маклорена:  
1 cos x

f x
x


  

    б) Разложить в ряд Тейлора:  f x x  по степеням  1x  . 

5. Вычислить заданный интеграл с заданной точностью 0,001   

1

2
2

0

arctg x dx

. 

6. Решить дифференциальное уравнение с помощью рядов: 
2' 2 ,y x y   

 0 0y  . 

 

Вариант № 12 

1. Найти сумму ряда и написать 3 первых члена ряда: 
2

1

4

4 4 3n n n



  
 . 

2. Исследовать числовой ряд на сходимость: 
2 3

1 1 1
...

1 2 2 2 3 2
  

  
. 

3. Найти интервал сходимости функционального ряда, исследовать на 

сходимость на концах интервала, записать пример расходящегося ряда: 

а) 
2

1

n

n

x

n





 ,                           б) 
 

2

1 5 4
nn

n

n

x



 
 . 

4. а) Разложить функцию в ряд Маклорена:    ln xf x x e  . 

    б) Разложить в ряд Тейлора:   sinf x x  по степеням 
6

x
 

 
 

. 

5. Вычислить заданный интеграл с заданной точностью 0,001   

1

4
3 2

0

1 x dx , 

6. Решить дифференциальное уравнение с помощью рядов: 
3' ,y y x   

 0 1y  . 

 

 

 



 

 

Вариант № 13 

1. Найти сумму ряда и написать 3 первых члена ряда: 
2

1

7

49 35 6n n n



  
 . 

2. Исследовать числовой ряд на сходимость: 
3 3

1 1
1 ...

3 5
    

3. Найти интервал сходимости функционального ряда, исследовать на 

сходимость на концах интервала, записать пример расходящегося ряда: 

а) 
1

n

n

x

n





 ,                           б) 
 2

4
1

3

1

n

n

n x

n








 . 

4. а) Разложить функцию в ряд Маклорена:  
10x

f x
x

 . 

    б) Разложить в ряд Тейлора:   lnf x x  по степеням  4x  . 

5. Вычислить заданный интеграл с заданной точностью 0,001   

1

22

2

0

sin x
dx

x . 

6. Решить дифференциальное уравнение с помощью рядов: 
2' 2 ,y x y   

 0 1y  . 

 

Вариант № 14 

1. Найти сумму ряда и написать 3 первых члена ряда: 
2

1

9

9 3 20n n n



  
 . 

2. Исследовать числовой ряд на сходимость: 
1 1 1 1

...
1 4 9 16
    . 

3. Найти интервал сходимости функционального ряда, исследовать на 

сходимость на концах интервала, записать пример расходящегося ряда: 

а) 
1

1

1 n
n x



 
 ,                          б) 

 

 1

2

2 1 3

n

n
n

x

n







 
 . 

4. а) Разложить функцию в ряд Маклорена:  
2x

f x
x

 . 

    б) Разложить в ряд Тейлора:   2cosf x x  по степеням 
3

x
 

 
 

. 

5. Вычислить заданный интеграл с заданной точностью 0,001   

1

2

2

0
1

dx

x
. 

6. Решить дифференциальное уравнение с помощью рядов: 
2 2' ,xy x y e   

 0 0y  . 

 

 

 



 

 

Вариант № 15 

1. Найти сумму ряда и написать 3 первых члена ряда: 
2

1

14

49 42 40n n n



  
 . 

2. Исследовать числовой ряд на сходимость: 
2 2 2

2 4 6
...

1 1 2 1 3 1
  

  
. 

3. Найти интервал сходимости функционального ряда, исследовать на 

сходимость на концах интервала, записать пример расходящегося ряда: 

а) 
1

lnn

n

x




 ,                           б) 
 1

1

3 3n
n

n

x







 
 . 

4. а) Разложить функцию в ряд Маклорена:  
2

9

20
f x

x x


 
. 

    б) Разложить в ряд Тейлора:   lnf x x  по степеням  1x  . 

5. Вычислить заданный интеграл с заданной точностью 0,001   

1

34

3
0 1

x dx

x
 . 

6. Решить дифференциальное уравнение с помощью рядов: 
2' 0,2 ,y x y   

 0 1y  . 

 

Вариант № 16 

1. Найти сумму ряда и написать 3 первых члена ряда: 
2

1

14

49 56 33n n n



  
 . 

2. Исследовать числовой ряд на сходимость: 
2 2 2

2 4 6
...

1 1 2 1 3 1
  

  
. 

3. Найти интервал сходимости функционального ряда, исследовать на 

сходимость на концах интервала, записать пример расходящегося ряда: 

а) 
2

1n

x

n x



 
 ,                          б) 

2
1

2

1

n n

n

x

n



 
 . 

4. а) Разложить функцию в ряд Маклорена:  
2

7

12
f x

x x


 
. 

    б) Разложить в ряд Тейлора:    ln 2f x x   по степеням  5x  . 

5. Вычислить заданный интеграл с заданной точностью 0,001   

0,5

44
0 1

dx

x
 . 

6. Решить дифференциальное уравнение с помощью рядов: 
2' 5y x y  , 

 0 1y  . 

 

 

 

 

 



 

 

Вариант № 17 

1. Найти сумму ряда и написать 3 первых члена ряда: 
2

1

14

49 21 10n n n



  
 . 

2. Исследовать числовой ряд на сходимость: 
2 3

2 2 3 2 3 4
...

1! 2 2! 2 3! 2

  
  

  
. 

3. Найти интервал сходимости функционального ряда, исследовать на 

сходимость на концах интервала, записать пример расходящегося ряда: 

а) 
 

2
1

3
n

n

x

n






 ,                           б) 

1 3 !

n n

n
n

n x

n





 . 

4. а) Разложить функцию в ряд Маклорена:  
2

4 5

x
f x

x



. 

    б) Разложить в ряд Тейлора:  
1

f x
x

  по степеням  3x  . 

5. Вычислить заданный интеграл с заданной точностью 0,001   
1

4

0

cosx xdx . 

6. Решить дифференциальное уравнение с помощью рядов: 
2 2' 0,2 ,y x y   

 0 0,1y  . 

Вариант № 18 

1. Найти сумму ряда и написать 3 первых члена ряда: 
2

1

5

25 5 6n n n



  
 . 

2. Исследовать числовой ряд на сходимость: 
2 2

1 2 1 3
1 ...

1 2 1 3

 
  

 
. 

3. Найти интервал сходимости функционального ряда, исследовать на 

сходимость на концах интервала, записать пример расходящегося ряда: 

а) 
1

! n

n
n

n x

n





 ,                          б) 
 

2

1

2

2

n

n

x

n






 . 

4. а) Разложить функцию в ряд Маклорена:    1 sin5f x x x  . 

    б) Разложить в ряд Тейлора:   2

1
ln

2 2
f x

x x


 
 по степеням  1x  . 

5. Вычислить заданный интеграл с заданной точностью 0,001   

1

0

sinx xdx

. 

6. Решить дифференциальное уравнение с помощью рядов: 
2 2' ,y x y   

 0 0,1y  . 

 

 



 

 

Вариант № 19 

1. Найти сумму ряда и написать 3 первых члена ряда: 
2

1

7

49 35 6n n n



  
 . 

2. Исследовать числовой ряд на сходимость: 
2 2 2

1 1 1
1 ...

4 7 10
     

3. Найти интервал сходимости функционального ряда, исследовать на 

сходимость на концах интервала, записать пример расходящегося ряда: 

а) 
1

n

n
n

x

n





 ,                           б) 
 

1

5

4

n

n
n

x

n






 . 

4. а) Разложить функцию в ряд Маклорена:  
2

6

8 2
f x

x x


 
. 

    б) Разложить в ряд Тейлора:  
1

1 3
f x

x



 по степеням  1x  . 

5. Вычислить заданный интеграл с заданной точностью 0,001   
3

1

2

0

xe dx

 . 

6. Решить дифференциальное уравнение с помощью рядов: 
2' ,y xy y   

 0 0,1y  . 

 

Вариант № 20 

1. Найти сумму ряда и написать 3 первых члена ряда: 
2

1

12

36 12 35n n n



  
 . 

2. Исследовать числовой ряд на сходимость: 
4 4 4

1 2 3
...

1 1 1 2 1 3
  

  
. 

3. Найти интервал сходимости функционального ряда, исследовать на 

сходимость на концах интервала, записать пример расходящегося ряда: 

а) 
1

! n

n

n x




 ,                           б) 
 2

2

2 2
nn

n

n

x








 . 

4. а) Разложить функцию в ряд Маклорена:    2ln 1 12f x x x   . 

    б) Разложить в ряд Тейлора:  
1

3
f x

x



по степеням  2x  . 

5. Вычислить заданный интеграл с заданной точностью 0,001   

1

9

0

xxe dx . 

6. Решить дифференциальное уравнение с помощью рядов: 
2 2' ,xy x y e    

 0 1y  . 

 

 

 



 

 

Вариант № 21 

1. Найти сумму ряда и написать 3 первых члена ряда: 
2

1

7

49 21 10n n n



  
 . 

2. Исследовать числовой ряд на сходимость: 
1 1 1

...
ln2 ln3 ln4

   . 

3. Найти интервал сходимости функционального ряда, исследовать на 

сходимость на концах интервала, записать пример расходящегося ряда: 

а) 
1 !

n

n

x

n





 ,                           б) 
 

2

2

3 1

1

nn

n

x

n








 . 

4. а) Разложить функцию в ряд Маклорена:   2

5

6
f x

x x


 
. 

    б) Разложить в ряд Тейлора:  f x x  по степеням  4x  . 

5. Вычислить заданный интеграл с заданной точностью 0,001   
1

0

sin x
dx

x
 . 

6. Решить дифференциальное уравнение с помощью рядов: 
2 2' xy x y e  , 

 0 0y  . 

 

Вариант № 22 

1. Найти сумму ряда и написать 3 первых члена ряда: 
2

1

6

9 3 2n n n



  
 . 

2. Исследовать числовой ряд на сходимость: 
1 1 1

...
3! 5! 7!
   . 

3. Найти интервал сходимости функционального ряда, исследовать на 

сходимость на концах интервала, записать пример расходящегося ряда: 

а) 
 

1

3

5

n

n
n

x

n








 ,                           б) 

 

1

1

3 !

n

n
n

n x

n






 . 

4. а) Разложить функцию в ряд Маклорена:   2

3

2
f x

x x


 
. 

    б) Разложить в ряд Тейлора:   3f x x  по степеням  1x  . 

5. Вычислить заданный интеграл с заданной точностью 0,001   

1

2

0

arctg x
dx

x . 

6. Решить дифференциальное уравнение с помощью рядов: 
33 ' 2sin ,xy x y e     0 1y  . 

 

 

 

 

 



 

 

Вариант № 23 

1. Найти сумму ряда и написать 3 первых члена ряда: 
2

1

5

25 5 6n n n



  
 . 

2. Исследовать числовой ряд на сходимость: 
2 3 4

1 2 3
...

2 2 2
   . 

3. Найти интервал сходимости функционального ряда, исследовать на 

сходимость на концах интервала, записать пример расходящегося ряда: 

а) 
 

1

1

1
n n

n

x

n







 ,                           б) 

 

 2

6

4 3 1

n

n
n

x

n








 . 

4. а) Разложить функцию в ряд Маклорена:    2ln 1 12f x x x   . 

    б) Разложить в ряд Тейлора:   3xf x e  по степеням  1x  . 

5. Вычислить заданный интеграл с заданной точностью 0,001   
2

1

0

xe dx . 

6. Решить дифференциальное уравнение с помощью рядов: 
2 2' 2 cosy x y x  , 

 0 0y  . 

 

 

Вариант № 24 

1. Найти сумму ряда и написать 3 первых члена ряда: 
2

1

2

4 8 3n n n



  
 . 

2. Исследовать числовой ряд на сходимость: 
1 1 1

...
2 4 6
   . 

3. Найти интервал сходимости функционального ряда, исследовать на 

сходимость на концах интервала, записать пример расходящегося ряда: 

а) 
 1

1

2
n

n n x



 
 ,                           б) 

 

2

1

7

2 1 !

n n

n

x

n



 
 . 

4. а) Разложить функцию в ряд Маклорена:  
1

x
f x

x



. 

    б) Разложить в ряд Тейлора:   3 lnf x x x  по степеням  1x  . 

5. Вычислить заданный интеграл с заданной точностью 0,001   

1

5

0

sin x
dx

x . 

6. Решить дифференциальное уравнение с помощью рядов: 

  101,02' 2  yyxy . 

 

 

 

 



 

 

Вариант № 25 

1. Найти сумму ряда и написать 3 первых члена ряда: 
2

1

12

36 12 35n n n



  
 . 

2. Исследовать числовой ряд на сходимость: 
1 1

1 ...
2 3

    . 

3. Найти интервал сходимости функционального ряда, исследовать на 

сходимость на концах интервала, записать пример расходящегося ряда: 

а) 
1

!

3

n

n
n

n x



 ,                          б) 
 

2

1

8

n

n
n

x

n








 . 

4. а) Разложить функцию в ряд Маклорена:  
arcsin

1

x
f x

x



. 

    б) Разложить в ряд Тейлора:   2xf x   по степеням  3x  . 

5. Вычислить заданный интеграл с заданной точностью 0,001   
4

0

cos x
dx

x



 . 

6. Решить дифференциальное уравнение с помощью рядов: ' ,xyy xy e   

 0 2y  . 

 

 

Вариант № 26 

1. Найти сумму ряда и написать 3 первых члена ряда: 
2

1

7

49 7 12n n n



  
 . 

2. Исследовать числовой ряд на сходимость: 
2 4 8

...
1 16 81
   . 

3. Найти интервал сходимости функционального ряда, исследовать на 

сходимость на концах интервала, записать пример расходящегося ряда: 

а) 
2 1

1 2 1

n

n

x

n



 
 ,                          б) 

   
2

1

3 2

2 3

n

n

x n

n





 


 . 

4. а) Разложить функцию в ряд Маклорена:    2ln 1 2 8f x x x   . 

    б) Разложить в ряд Тейлора:  
1

1
f x

x



 по степеням  3x  . 

5. Вычислить заданный интеграл с заданной точностью 0,001   

1

3
3

0

arctg x dx . 

6. Решить дифференциальное уравнение с помощью рядов: 
2' 2 ,y y x   

 0 0y  . 

 

 

 



 

 

Вариант № 27 

1. Найти сумму ряда и написать 3 первых члена ряда: 
2

1

14

49 70 24n n n



  
 . 

2. Исследовать числовой ряд на сходимость: 
3 9 2

...
1 2 2 4 3 8

  
  

. 

3. Найти интервал сходимости функционального ряда, исследовать на 

сходимость на концах интервала, записать пример расходящегося ряда: 

а) !

1

n

n

x




 ,                           б) 
   

 2

1 3

1 5

n n

n
n

x

n





 


 . 

4. а) Разложить функцию в ряд Маклорена:  
2

1

x
f x

x



. 

    б) Разложить в ряд Тейлора:   arctgf x x  по степеням  1x  . 

5. Вычислить заданный интеграл с заданной точностью 0,001   

1

4
3

0

1 x dx . 

6. Решить дифференциальное уравнение с помощью рядов: 
3' ,y x y   

 0 1y  . 

 

Вариант № 28 

1. Найти сумму ряда и написать 3 первых члена ряда: 
2

1

6

4 9n n



 
 . 

2. Исследовать числовой ряд на сходимость: 
2 3

1 2 3
...

2 2 2
   . 

3. Найти интервал сходимости функционального ряда, исследовать на 

сходимость на концах интервала, записать пример расходящегося ряда: 

а) 
1 2

n

n
n

x

n



 
 ,                           б) 

 2
1

1

2 2
nn

n n x



 
 . 

4. а) Разложить функцию в ряд Маклорена:  
sin3

cos3
x

f x x
x

  . 

    б) Разложить в ряд Тейлора:   5xf x e  по степеням  1x  . 

5. Вычислить заданный интеграл с заданной точностью 0,001   

1

32

3

0

sin x
dx

x . 

6. Решить дифференциальное уравнение с помощью рядов: ' 4 ,y x y   

 0 1.y   

 

 

 

 



 

 

Вариант № 29 

1. Найти сумму ряда и написать 3 первых члена ряда: 
2

1

1

2n n n



 
 . 

2. Исследовать числовой ряд на сходимость: 
2 310 10

10 ...
2! 3!

   . 

3. Найти интервал сходимости функционального ряда, исследовать на 

сходимость на концах интервала, записать пример расходящегося ряда: 

а) 
2

1

n

n

x

n





 ,                           б) 
3

1

3n n

n

x

x





 . 

4. а) Разложить функцию в ряд Маклорена:   sin cosf x x x  

    б) Разложить в ряд Тейлора:   2

1
f x

x
  по степеням  1x  . 

5. Вычислить заданный интеграл с заданной точностью 0,001   
1

0

cos xdx . 

6. Решить дифференциальное уравнение с помощью рядов: ' ' ,xy xy y e    

 0 1,y    ' 0 0y  . 

 

Вариант № 30 

1. Найти сумму ряда и написать 3 первых члена ряда: 
2

1

1

3n n n



 
 . 

2. Исследовать числовой ряд на сходимость: 
3 32 3

1 ....
2! 3!

   . 

3. Найти интервал сходимости функционального ряда, исследовать на 

сходимость на концах интервала, записать пример расходящегося ряда: 

а) 
 1 1

n

n

x

n n



 
 ,                          б) 

1

1

! n
n n x





 . 

4. а) Разложить функцию в ряд Маклорена:   2

2

1
f x

x



 

    б) Разложить в ряд Тейлора:   lnf x x  по степеням  1x  . 

5. Вычислить заданный интеграл с заданной точностью 0,001   

1

2

4
0 1

dx

x
 . 

6. Решить дифференциальное уравнение с помощью рядов: " ,y xy   0 0,y   

 ' 0 1y  . 
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